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单摆系统通向混沌的道路
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摘要：对受迫非线性单摆系统进入混沌的道路进行了研究，发现单摆系统的运动是极其复杂的．目前在其他系统发现的

进入混沌的通道，在该系统中几乎均可找到．这是一个介绍混沌运动的典型系统．
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随着非线性科学研究的不断深入，特别是20世

纪60年代混沌现象的发现，极大地激发了人们探索

自然界和社会中存在的各种复杂性问题的热情，同

时也改变了人们观察周围世界的思维方法．目前，人

们已经发现，在自然科学的各个不同的领域内，各种

系统有着共同的概念．非线性系统具有超越不同学

科领域局限性的共同性质，非线性研究正从范例的

研究走向一个以探索复杂性为目标的学科——非线

性科学．以混沌现象作为中心课题的非线性科学的

基本概念将会持久地影响自然科学的进程，成为继

量子力学、相对论之后的一次新的科学革命，并且在

哲学与方法论方面引起深刻的变革．作为21世纪的

大学生，接受非线性思想的熏陶已势在必行，这己成

为人们的普遍共识．

但是，如何在大学物理的水平引入混沌现象，是

一直在探讨的问题．我们认为从单摆引进混沌现象

是一种较合适的方式．为此，本文对单摆系统中的混

沌现象作了较细致的分析，在此基础上做些修改就

可向学生介绍混沌现象．

1 单摆系统的动力学方程

为了能让单摆做大幅度的运动，我们把悬挂小

球的细线换成刚性细棒，细棒的质量忽略不计．设摆

长为Z，小球的质量为优，阻尼系数为y，在摆运动

方向上受到一个简谐外力的作用，则其运动方程为

mZ口+”口+优gsin目=Fcos∞。。￡ (1)

令∞。=√手，，=嘉，r=∞。z，n=罢，p 2五急，

将方程(1)无量纲化，得

臼+2矽+sin口=厂cos 0r (2)

其中J=掣．在小摆幅情况下，方程(2)可化为线性
方程，其解包含了有关阻尼振动、受迫振动和共振等

问题的结果．如果不限制摆动的幅度，则单摆的运动

变得非常复杂．

在动力学理论中，通常将一个高阶微分方程改

写成一阶微分方程组的形式．令日=cU，则方程(2)可

改写为
f：

{∥2∞ (3)
【西=一2p ct，一sin口+厂cos nr

再令妒=0r，则方程(3)可写成一阶的自治方程组

形式：

I万=叫

j曲=一2卢c￡J—sin目+，cos驴 (4)

b：o
称自治方程组(4)为动力学方程(2)的标准形式，也

称为动力学方程，运动方程或状态方程．

当方程(4)中卢=0，，=0时，系统是无阻尼无

驱动的，其相轨线如图1(a)所示．在能量较小时，单

摆的相轨迹是封闭的曲线，代表摆做周期振荡；在能

量较大时，单摆的相轨线是朝着一个方向逃逸的非

封闭曲线，代表摆做旋转运动．图1(a)中两相交的

轨线是周期轨线和逃逸轨线的分界线，称为异宿线，

两交点A、B称为异宿点(或双曲点、鞍点)，封闭轨

线包围的中心点O称为中心或椭圆点．对于高维保

守系统，由于相轨线受守恒定律的约束，相轨迹在相
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空间中被限制成一定的形式，是个维数低于相空间

维数的曲面，通常称为KAM环面．图1(a)中的封闭

轨线和非封闭轨线是一维的KAM环面．当有驱动

时，单摆系统可以出现混沌运动，典型相轨迹如图1

(b)、(c)所示，它是由周期(或准周期)轨线和旋转轨

线组成的．所以，无阻尼单摆系统的混沌运动就是一

(a)无驱动无阻尼单摆相轨迹

忽儿做振动(周期或准周期的)，一忽儿又做转动．而

这些振动(周期或准周期的)和转动是完全随机的，

即何时做振动何时做转动，在什么位置上做振动在

什么位置上做转动，运动方向如何，做振动、转动的

次数等都是不确定的，无法预测的．

2保守单摆系统进入混沌的道路

酬rad

【b)有驱动无阻尼单摆相轨迹(口=1，产0 29522)

图1

当方程(4)中口=0时，我们用龙格一库塔方法

对方程(4)进行数值求解，作出的庞加莱截面如图

2、4、5所示．可见，受迫保守单摆系统进入混沌的过

程有两种方式：第一种方式是随着驱动幅度厂增

大，首先KAM环变形，然后破裂，最后破碎(混沌)，

如图2所示．应该注意，图2中的(c)图是有结构的，

如图3所示．图3(b)是图3(a)(它就是图2(c))的一

个小环的放大，图3(c)是图3(b)的一个小环的放大

8，忍d

(c)有驱动无阻尼单摆相轨迹(口_(5”一1)，2，产1．O)

图．可见，它们的结构都是由环构成的，是无穷层次

的自相似结构，即一层一层地环中套环．仔细观察图

2(d)，可以看出，它是由许多破碎的KAM环组成，

KAM环的破碎情况如图3(d)所示．第二种方式是

随着驱动幅度厂增大，KAM环发生扭曲，然后直接

破碎(混沌)，这种情况参数变化范围很窄，如图4、

图5所示．图4(c)是图4(a)的一个扭曲部分的放大

图．可见，图4(a)也是由环构成自相似结构．图4(b)

也是由许多破碎环组成，其破碎情况与图3(d)完全

一样．对扭益情况，还存在一种无自相似结构的情

8扭ad

(c)o=1，／卸．252

图2 KAM环变形一破裂一破碎(混沌)
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况，如图5(c)(是图5(a)的一个扭曲部分的放大图)

所示．图5(b)仍然由许多破碎环组成，其破碎情况

与图3(d)类似．于是，保守单摆系统进入混沌的机

制是环面破碎．

删
(a)

0，仡d

(c)

因为非线性系统的振动频率与振幅有关，当驱

动幅度厂变化时，系统频率也随之变化．当接近或

满足共振条件时，KAM环破裂或严重扭曲，甚至破

碎导致混沌．应当注意的是，破碎的状态所对应的能

图3椭圆点的KAM环的自相似结构

图5 KAM环扭曲一破碎(混沌)

e{rad

(m
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量大于环面上状态的能量．这样，系统就可以从原来

振动状态(对应图1(a)中的封闭轨线)跃迁到转动

状态(对应图l(a)的逃逸轨线)．由于驱动是周期性

的，当驱动使系统偏离共振条件时，系统又可以从转

动状态回到振动状态．这样，系统的状态就在图1

(a)中的封闭轨线和逃逸轨线之间不断穿越．在穿越

过程中，轨迹一定与异宿轨线相交，根据异宿、同宿

缠绕理论，不管是稳定轨道还是不稳定轨道，一旦与

同宿或异宿线(稳定或不稳定的)有一个交点，就会

有无穷多交点．这种同宿缠绕(homoclinic tangle)或

异宿缠绕(heteroclinic tangle)只有在满足共振条件

的不可积系统中才会出现，而同宿缠绕或异宿缠绕

即蕴涵着混沌．所以，单摆系统出现的混沌还存在异

宿缠绕机制．

总之，无耗散的受迫单摆系统，从规则运动进入

混沌运动的机制是：当驱动幅度变化使系统发生共

振时，KAM环破碎，同时伴随异宿缠绕使系统进入

混沌运动．摆的混沌运动就是一忽儿做振动(周期或

准周期的)，一忽儿又做转动，做振动、转动的时间、

位置、运动方向、次数等都是不确定的，无法预测的．

典型的混沌相轨迹如图1(b)、(c)所示．

3 阻尼单摆系统进入混沌的道路

3．1倍周期序列分岔到准周期，再经准周期进入

_^
唑

堇
龟

删
(a)口叠(5m—1)／2，卢墨o．35，产1．32

蝴
(c)口=(5“一1)／2，卢=o．35，，-1．35

混沌

在方程(4)中考虑阻尼，对不同的驱动幅度厂

求解方程(4)．随着厂增大，环面从1环分岔到2环，

2环分岔到4环，4环分岔到8环，这是倍周期分岔，

如图6(a)、(b)所示．但不是一直由倍周期序列到混

沌的，中间要经过图6(c)的准周期过程才进入混沌

(我们已验证图6(d)是混沌轨迹)．由图6(d)可以看

出，相轨线在某一位置缠绕多圈后又转到另一处缠

绕多圈，但轨线不封闭．它对应着摆在某处作准周期

振动多次后，通过旋转数圈后又转移到另一个地方

再作准周期振动，这与2．1节中的混沌运动是一样

的．所以，倍周期分岔到准周期后，最后混沌状态还

是在振动和转动之间变化，在穿越异宿轨线时也发

生异宿缠绕现象．

3．2倍准周期序列进入混沌

在方程(4)中取参数口=0．35，n=0．3，对不同

厂的相轨迹作庞加莱截面得图7(a)一(e)．图中的

点，实际上是由短线组成的，表示是准周期运动．准

周期轨道局限在一个小邻域上缠绕，随着驱动幅度

增大，缠绕邻域稍有扩大，进入混沌之前，准周期环

面破碎．这样，图7进入混沌的过程可以看作是通过

倍准周期序列进入混沌的．图7(e)的混沌相轨道由

振动和转动轨线组成，如图7(f)所示，必然伴随着

异宿缠绕现象．

‘

萼

删
∞口一(5”一1)／2，卢卸．35，产1 327

图6相轨迹

洲
(d)口鼍5”一l胆，口=o．35，产1．4
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图8旋转一混沌(左列为相轨道，右列为庞加莱截面)

3．3倍周期序列分岔到准周期，再由准周期到周期

3，然后进入混沌

在方程(4)中取口=O．45，0=2／5，厂在1．23至

1．27之间，我们发现由倍周期序列到准周期，再由

准周期到周期3，然后由周期3进入混沌的道路．按

李天岩一约克定理，出现周期3，必存在沙尔可夫斯

基序列，也意味着混沌的存在．混沌轨道也是由封闭

曲线和逃逸曲线组成，伴随着异宿缠绕现象．

3．4由旋转进入混沌

如果仍取p=0．45，力=2／5，将参数．厂调到

1．41至1．42之间，我们发现由旋转进入混沌的道

路，如图8所示．图8(a)表示的是由两种旋转速度
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组成的规则旋转运动，图8(b)表示的是由无数不同

旋转速度组成的无规则旋转运动；由庞加莱截面可

以看出，KAM环已破碎，我们对它进行了研究，它

对初值不敏感，是一种非混沌的随机运动．图8(c)

表示的是混沌运动，对初值非常敏感．由混沌轨道可

以看出，它是由旋转轨线来回缠绕组成的．它从上旋

转轨线折回下旋转轨线的过程中必穿过界轨，与异

宿线相交，出现异宿缠绕现象．

3．5环破碎进入混沌

在有阻尼的单摆系统中也存在保守系统的情

况，由环面破碎进入混沌的道路．我们取口=0．25，

n=2／5，研究了厂在0．9至O．99之间的情况，没有

发现倍周期分岔等其他情形，而是由环面破碎直接

进入混沌的．

4单摆系统中的一些结论

由以上讨论，我们可以得出以下结论：s

1)单摆系统模型虽然简单，但其中有各种通向

混沌的道路．它的运动行为是极其复杂的，属于复杂

系统．

2)单摆系统虽然通向混沌的道路很多，但最终

的混沌状态，都是一忽儿做振动，一忽儿又做转动

(作振动、转动的次数、位置、运动方向等都是不确定

的，无法预测的)．所以，由其相轨迹很容易判断混沌

运动：如果相轨迹是由振动轨线和转动轨线无规组

成的或由转动轨线无规则来回缠绕组成的，则一定

是混沌运动．

3)因为单摆在作混沌运动时，状态在振动态和

转动态之间来回穿梭，必与界轨相交．所以，同宿和

异宿轨道理论适应单摆系统的混沌分析．
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