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马格努斯效应的力学模型
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摘要 从伯努里方程出发
, 运用数学

、

力学推导
, 建立了马格努斯效应的力学模型

。

导出了

马格努斯力的数学表达式
,

并进一步探讨了在此力作用下
, 旋转球休在空中飞行时的横向位

移
。
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高速旋转的球在空中飞行时其轨道会弯

曲的现象称为马格努斯效应
。

这种现象在体

育运动中是很常见的
。

如足球的
“

香蕉球
” 、

排球的侧旋球
、

篮球投篮时的后旋球 以及乒

乓球
、

高尔夫球
、

棒球的旋转球等
。

在比赛

中 , 由于球的旋转 ,
使球体在空中飞行的轨

迹产生变化
,
从而对运动员的判断能力提出

更高的要求
。

因此对马格努斯效应的研究被

广大运动生物力学工作者所关注
, 并作为运

动器械流体力学中一项重要内容 被 编 入运

动生物力学 教 科 书 ( 1 ) ( 2 ) ( 3 ) ( 4 )

( 5 )
。

然而 ,
纵观

_

L述文献
, 对马格 努 斯

效应的解释基本上处于定性阶段
, 没有进行

更深的定量研究
。

本文从伯效里方程出发
,

采用数学
、

力学推导 , 建立了马格努斯力的

数学表达式
, 并进一步探讨了在此 力 作 用

下 , 旋转球在空中飞行的横向位移
。

1 马格努斯力的数学力学推导

一一
-

一
.峭匕

图2

马格努斯力的数学力学推导 如图 1 所示
,

半径为 R 的某球 以速度为
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” ( 沿 X 轴正方向 )
、

旋转角速度 。 在空中

飞行
。

根据运动相对性原理
, 可 以认为球只 △ P d s

( 7 )

有旋转
,
而气流则以速度为

一 。
( 沿 X 轴的

负方向 ) 相对球运动
。

在球体上平行于 X O Z平面取任一截 面

S ,
如图 2 所示 , 则此截面的半径

r 可 表 示

为
:

r =
R

s i n a ( 1 )

在面 S的园周上任取一点 a , 通过园心对应园

周另一侧 b点
。

球旋转时
, 由于粘性效 应 将

带动球边缘的气流运动
,
其运动速度的大小

可 表示为
:

u == A r 。 ( 2 )

( 2 ) 式中 A为某一常数
, 它与球表面特性

及气流的内摩擦
、

粘滞性有关
,

其值 A 《 1
.

a点气流的合速度大小 如可用 平行 四 边 形

法 则求得
:

” a , = ” . + u ’ + Z u ” e o s ( 9 0一 0 )

= ” 2 + u 名 + Z u ” 5 i n o ( 3 )

同理 b点气流合速度的大小
。 `
为

” 、 , = ” “ + u : + z ” u e o s ( 9 0 + 0 )

= ” 恶 + u “ 一 2 ” u 5 i n o ( 4 )

设 a
、

b两点的压强分别为 P a 、

P 、 , 根据伯

努里方程得
:

则d f
= △ P d s

1 「
f 二 之 l

2 J

采用正交分解法
,

力分别为 f
: 、

f
_ :

设为 f在 X
、

一 z 方向上的

则 `一合{
△ p
一 0` S

,.’ d s = r d o

f二 =

生 {
么’

: p A r : 。 二 s ; 。 e e o s oa e

2 J o

=

尘 p A r , 。 。 s i n “
e l , · 。

2

( 8 )

同理
`一音△ P , ` n ” d ’

=

封:
’
2 p A r ’ 。 一 `· “ ” d ”

=

合
p A · Z OC 。 ` ” + s ` n ” C O s ” , ,

’ “

二 兀 p A r Z
( 9 )

f = f
二

+ f
_ : =

( 1 0 )

P。 +

李
p 。 a , = P ` +

冬
p 。 、 2

艺 艺

( 5 )

设 a
、

b两点的压强差为△ P , 则

上述结果表明 , 由于球的旋转带动球 边

缘气流运动 ,
使球两侧气流的速度不同而产

生压强差
。

由此压强差引起的压力其总效果

将对球产生一个垂直于气流方向的 横 向 力

f
一 : ,

而沿气流方向上的作用效果为零
。

下面讨论整个球体所受到的横向力 F
,

只要对力在 y 方向沿球面积分便可得 F
。

。 。 。 1
_ _

_

,

1
乙3 厂 二 f 卜一 f a =

.

二
.

尸 ℃ a -
一

.

二尸 IJ U b

乙 芯
F =

{;
`R ` 一 {;

p A · “ 。
二 R ` a

二 2 P u u s i n
o

= 2 P A r o u s i n o ( 1 1 )

( 6 )

压强差△ P将在 b
、 a 两点园弧上产生线压力

d f

将 ( 1 ) 式代入 ( 1 1 ) 式得 :

F =

{:
p A r Z 。

u 几 R 3 5 1n 2 a d a
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二

p A o u 兀 R
“ a 十 5 I n以 C OS

2
钧

· 。

(2 1)

之 1二少
`

心 人 乏 12 ) 式
:

P A R
忍 。 ℃

二
,

1
r 二 K , ; -

—
- 一

— —
一

k
I t 弓

一

1 / u 。

( 1 2 ) 式所行横向力亦即通常所称马于沂努斯

力
。

计算结果表明
,

马格努斯力的大小与球

在流休 中飞行的瞬时速度 。 、

球旋转的角速

度 。
、

球半径以及流休的密度 p
、

流休与球

面间的粘性有关
。

综上所述
,

高速旋转的球体在流体中飞

行将受到垂直于气流方向的横向力的作用
,

球休产生横向位移
, 改变了原来的 运 动 轨

迹
。

这扰是马格努斯效应
。

1
.

2 横向位移的计算

球体在横向力 F 的作用下产生 横 向 位

移
,

而力 F 又与球同流体的瞬间相对速度有

关
,

因此 , 必须 首先解决球在 t时刻的 瞬 时

速度 问题
。

设球以初速度 V
。

在流体中 运 动
,

在 流

体阻力灼作用下
,

其球速将逐渐减小
。

根据

动力学方程
:

二
二 “ p A O “ 3 ’

设球在力 F 的作用下产生 的横向位移 为 Z ,

横向位移速度为 飞,: , 由动力学方程得
:

。 二 d u
r

r 二 1 11乙 = 11 1一
二- - -

d t
( 1 7 )

( 16 ) 式代入 ( 1 7 ) 式得 :

d ” z

d t

k
:

m ( k : + z / ” 。
) ( 1 8 )

( 1 8 ) 式进行积分
:

二 _ k
2 1 _ , , _ ` .

1
、 .

。
U : 一

~

一一万于一
l u 、 丘 I L 丫 一—

j 一 七
m 版 2 U o

当 t = 0 时 , u : = 0
。

则

。 = 一
~

澳井 I n

止`

111 长 1 刀 0

P s ℃ 2 = 皿
d u

( 1 3 )

p为流体密
: R

“
)

, C
为

k
: , _ , , _ 二 .

1
U : 一 一 一、

一
l u 气 ` I L --t

—
少

m 长 一 U o

k
, , I k

,

一找兰一
一

I n 一士一 = 一牛1 一
I n ( k

, ” 。 t + 1 )
nI k

l

一 二 。
m k

, , ` 占 、 - 1 · · ·

一
( 1 9 )

U
1ù2

一

( 13 ) 式中 , 二为球休的质量
,

度
, s为球的最大截面积 (

S =

阻力系敛
。

/ 、

7 :

k
l =

C P s

2 m

e p 究 R
Z

2 m

则 ( 1 3 ) 式变 为
:

一 k
; ℃ “ = d ℃

d z

d t

( 1 4 )

d z

d t

一卫
2一 l。 ( k

; 。 。 t 、 1 )
一 m k

l

( 拭寸14 ) 积分落号
:

对 ( 20 ) 式积分
:

一 k
:

卜
一 1 …

`

一三 、
一

生
勺 , 0 勺 U O

{ k
,

z = J 一一
,

一
王 fl 气 K 1 U o t + 1

1ll K I

飞, =

—
卫

_k ,
t + 1 / u 。

k
2

( 1 5 ) m k
l “ ℃ 。 丈( k : ℃ 。 t + ) I n ( k :
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一 ( k
, u 。 t + 1 ) } + e 当 t = 0 时

,

k
2

m k
一 2 ” o

k
:

m k
: 么 ” o

[ ( k r ℃ 。 t + 1 )

I n ( k ; ” 。 t + 1 ) 一 k : u 。 t 〕

A一场Z m 氏

e Z R P
〔 ( k l u 。 t + 一 )

I n ( k x ” o t + l ) 一 k x u o t 〕 ( 2 1 )

( 2 1) 式表明
, 旋转球体在流体中飞行

,

在 马格努斯力的作用下
,
将产生横向位移

,

使球在流体中运动的轨迹呈曲线
。

横向位移

的大小与球的初速度
。 。 ,

球在空中飞 行 的

时 间 t
、

球的质量 m
、

半径 R以及流 体 的 密

度
、

粘性
、

阻力系数等有关
。

2 结果讨论

用实例验证 ( 2 1) 式的推导结果
。

北京体

院硕士生吴天伦对我国优秀女排运动员崔咏

梅跳发侧旋球技术进行研究
, 用高速摄影机

拍摄
, 经过影片解析后得如下的数据

:

崔咏

梅发球的初速度
。 = 2 1

.

5 3 m / “ , 球在空中

飞行的时间 t 二 0
.

8 65 , 测得球的横向位移为

1
.

84 m
。

若取阻力系数
。 = 0

.

3 , 空气的密度

p = o
.

1 29 k g / m
“ ,
系数 A = 1 ,

球的旋 转

速度 。 = 12周 / 秒 = 7 9
。

4 r a d / s 。

根据排球

规 则
,
排球的质量 m = 2 60 一 2 7 09

,
取 中 间

值 m = 2 6 5 9 , 球的半径 R = 0
。

n m
。

将上述数据代入 ( 2 1 ) 式 ,
可得球的横

向位移为
z = 1

。

88 m , 计算结果与实际 相 吻
Z卜

口

利用 ( 1 2 )
、

( 2 1 ) 式所得结果在 电子

计算机上处理后
,

可模拟旋转球休在空 巾飞

行的轨迹
。

这种方法具有较大的应用价值
,

能为教学
、

运动训练提爪典一种直观的教学手

段
。

3 结论

3
.

1 二长文 建 立 了 马 格 努斯效应的力学模

型
。

3
.

2 马格努斯力 与球在流体 中 运 动 的 瞬

时速度
、

球旋转的角速度
、

球的半径及流体

的密度
、

粘性有关
。

3
.

3 旋 转 球 体 在 空中运动受马格努斯力

作用所产生的懂向位移与球的初速度
, 旋转

角速度
、

球在至 , !:
一

飞行的时间
、

球的质量
、

半

径以及流体的密度
、

流休对球的阻力系数
、

粘

性有关
。

3
。

4 利 用 术 文 结 果 , 可在计算机上模拟

旋转球体在空中飞行轨迹
,

具有较大的应用

价值
。
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