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5.  cber  den Ehfiufi von Wanden 
a u j  die Bewegung einer Kugel i m  einer 

re4bendem PJihssigkeit I); 
von R u d o l f  L a d e n b u r g .  

Fallt eine Kugel unter dem EinfluB der Schwere in einer 
reibenden Fliissigkeit, so ist nach einer Berechnung von 
G. G. S tokes  2, die Kugelgeschwindigkeit nur abhangig von 
dem Auftrieb und dem Radius der Kugel und der inneren 
Reibung der Flussigkeit, vorausgesetzt, daB diese Geschwindig- 
keit genugend klein und die auSere Reibung zwischen Kugel 
und Flussigkeit unendlich groB ist. Praktisch kann eine solche 
Beziehung jedoch nur als erfullt angesehen werden, wenn die 
Bewegung der Kugel weder durch benachbarte andere Kugeln ge- 
start wird noch durch Wande, die die Fliissigkeit begrenzen. So 
zeigten Experimente 3, in zylindrischen, beiderseitig geschlossenen 
Gefahen noch einen merklichen hemmenden EinfluB der Wande, 
als die Dimensionen' der GefaBe die der Kugel um fast das 
100fache ubertrafen, und es schien mir deshalb wichtig, den 
EinfluS solcher Begrenzungen auch theoretisch zu berechnen. 

Ich mochte auch an dieser Stelle Hrn. Prof. Korn  meinen 
aufrichtigen Dank sagen, der mir den Weg zur Ausrechnung 
zeigte und mich bei der Ausfuhrung in liebenswurdigster Weise 
unterstutzte. 

Man kann den EinfluB beliebiger Flachen auf die Be- 
wegung eines Korpers in einer reibenden Flussigkeit nach 
H. A. Lorentz4)  durch Superposition der Zustiande bestimmen, 

1) Die Resultate vorliegender Arbeit sind zum Teil schon in der 
Miinchner Dissertation des Verf. (Leipzig 1908) enthalten und bilden eine 
theoretische Erglinzung su der Mitteilung des Verf. ,,Uber die innere Reibung 
zilher Flussigkeiten und ihre Abhlingigkeit vom Druck" Ann. d. Phys. 
23. p. 287. 1907. 

2) G. G. Stokes,  Cambr. Phil. Trans. 8. p. 287; 9. p. 8. 1850. 
3) R. Ladenburg,  1. c. 
4) H. A. Lorents ,  Zittingsverl. Akad. van Wet. 6. p. 168.1896; neu 

bearb.: ,,Abhandl. uber theor. Phys." 1% p. 23 ff. 1906 (Teubners Verlag). 
Dieselbe Methode findet sich bereits bei G. G. S t o k e s ,  Cambr. Phil. 
Soc. 8. 1843. 
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die durch Reflexion (,,Zuruckwerfung") der ursprunglichen Be- 
wegung an den Flachen und an dem Kijrper selbst entstehen. 
Sind die Dimensionen des Korpers unendlich klein und geht 
die Bewegung vom Korper selbst aus, .so genugt 1) die Kenntnis 
der ersten Retlexion von jenen Flachen; ist der Kijrper z. B. 
eine Kugel, so kann man1) aus der Geschwindigkeit, die infolge 
der urspriinglichen Bewegung und jener ersten Reflexion bei 
Abwesenheit der unendlich kleinen Kugel an ihrem Mittelpunkte 
herrschen wiirde, den Widerstand berechnen, den die Kugel 
bei ihrer Rewegung erfahrt. 

Bei der Bewegung einer Kugel in einer geschlossenen 
Rohre ware also die Reflexion der fiir den unendlichen Raum 
geltenden Bewegung von einem begrenzten Zylinder zu be- 
rechnen ; da ich hierbei auf unuberwindliche Schwierigkeiten 
stieB, habe ich mich auf die Berechnung und Superposition 
der Geschwindigkeiten beschranken mussen, die durch Reflexion 
von einem unendlich langen Zylinder und von zwei unendlich 
ausgedehnten Ebenen entstehen, deren Abstand gleich der 
Rijhrenlainge ist. Diese vereinfachenden Annahmen scheinen 
mir aber bereits eine betrachtliche Annaherung an die wahren 
Versuchsbedingungen zu liefern, da die Geschwindigkeiten, die 
die unendlich kleine Kugel hervorruft, auch in endlicher Ent- 
fernung unendlich klein l) sind. 

Die hydrodynamischen Grundgleichungen der stationaren 
Bewegung einer reibenden Flussigkeit lauten z), wenn man 
die Glieder vernachlassigt, die Quadrate oder Produkte von 
Geschwindigkeiten enthalten , und wenn keine augeren Krafte 
auf die Flussigkeit wirken: 

a u  a v  a w  
a y  3% xf-+ __ = 0, 

wobei u, a, w die Geschwindigkeitskomponenten der Fliissigkeits- 
teile in Richtung der Koordinatenachsen X, Y, 2, h den Reibungs- 
koeffizienten und p den Druck bedeuten und die E'lussigkeit 

1) H. A. Lorentz, 1. c. p. 30. 
2) Vgl. z. B. G. Kirchhoff, Vorl. uber Mechanik, 4. Aufl. p. 376ff. 

1897, oder H. A. Lorentz, 1. c. p. 30. 
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als unbegrenzt vorausgesetzt ist. Bewegt sich i n  dieser Fliissig- 
keit eine Kugel vom Radius R in Richtung der negativen 
Z-Ache mit der gleich formigen Geschwindigkeit a,  so geniigen 
den Differentialgleichungen (1) und (2), wenn der Mittelpunkt 
der Kugel Koordinntenanfangspunkt und die auBere Reibung 
zwischen Kugel und Flussigkeit unendlich groB ist, die Funk- 
tionen 9: 

3 p = - - ~ - k R a L  + lionst., 
1 2 E S  

wobei 

gesetzt ist. 
Urn nun zunachst die Reflexion dieser Bewegung von einem 

unendlich langen Zylinder zu berechnen, dessen Achse mit 
der 2- Bchse zusammenfalle und dessen Querschnittsradius 0 
sei, fiihre ich in der XY-Ebene die Polarkoordinaten r iind 19 
ein und setze 

d r  - z = r c o s 8 ,  y = r s i n 8  und ~ - s .  d t  
Beriicksichtige ich, daB in diesem Falle d i + / d t  offenbar Null 
ist und setze noch zur Abkiirzung fur eine beliebige Funktion y 

B y ,  a29, a2go 1 39, - 
W + F  r a r  

80 wird 

und durch Vernachlassigung der Glieder mit R3 in den Glei- 
chungen (3) gehen die Gleichungen (l), (2) und (3) uber in 

(2 i i )  

1) G. Kirch l io f f ,  1. c., oder H. A. Lorente,  1. c. 
Anoalon der Phyuik. IV. Folge. 23. 29 
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I 3 x [ p,=---kRa--,+konst.,  
2 E 

Ba = T 2  + .Z2, 

Es handelt sich nun darum, neue Liisungen - im folgenden 
clurch den Index 2 charakterisiert - der Differentialglei- 
chungen (la) und (2a) zu finden, die den Bedingungen genugen: 

(4) (Wz)r=&l  = - (W1)v=p  und 

da dann offenbar der Zustand 2 die gesuchte, durch Reflexion 
an der Zylinderwand entstandene, Bewegung darstellt. 

Zu diesem Zwecke fuhre ich die Besselschen oder Zylinder- 
funktionen ereter und zweiter Art Oter Ordnung, J (0 )  und K(O),  
ein, die partielle Losungen der B e s s e 1 when Differential. 

( S z ) r = p  = - ( S J r ; = p ,  

I ( S ~ L  =+m = ( w ~ z  = + m  = 0 3 

gleichung 
(5 a) 1 d r  

d @  O d O  
_- dzx + + z = 0 

bind und nach Heine l )  darstellbar in der Form: 

+ . . .  @a 0 4  8 6  J(@)= 1 -7+----- (5 b) 2 22.4'  23.4a.62 
und 

k'(0) = - J ( 0 )  + c) i (.5 c) 

Hierbei sind J,, J4 . . . die geraden Zylinderfunktionen erster 
Art hoherer Ordnung und C, die sogenannte Gausssche') 
Konstantc, hat den Wert3) 

C = + 0,5772157. 

1) I l e i n c ,  Theorie der Kugelfunktionen, 2. Aufl. 1. p. 184ff. untl 

2) K. F. Gauss, Ges. Werke TIT. p. 151, C hat den Wert von - qo. 
3) H e i n c  (I.  c.) schreibt zmar - 0 ,5772 . .  ., doch zeigt ein Ver- 

gleich mit der Originalliteratur (Gauss,  1 .  c. und H. F. Webcr,  Borch. 

8.  p. 175. 1878. 
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Nun ergibt sich aus den Gleichungen (la), daB 
D p = O  

ist; ist also p ,  der den Geschwindigkeiten sa und w, ent- 
sprechende Druck und A eine von Null verschiedene Zahl, so 
kann man fur p2 den Ansatz machen: 

co 

p ,  = q S f ( n )  sin A z J(i  I. r)  d A ,  
0 

wobei die Funktion f ( A )  noch niiher zu bestimmen ist. Dann 
laBt sich zeigen l), daB die Gleichungen (1 a) befriedigt werden 
durch die Funktionen: 

m 

hierin ist 
a J ( i  Z r) J ' ( i A  r)  fur a(i r) 

gesetzt und G (A) und H(A) sind zunachst willkiirliche Funk- 
tionen. Da aber s, und tu2 den zwei Bedingungsgleichungen (4) 
und der Kontinuitatsgleichung (2a) zu genugen haben, werden 
die drei Funktionen f ( A ) ,  G(A) und H(L)  eindeutig bestimmbar. 
Wie sich zeigen wird, genugt im vorliegenden Falle die Keniitnis 
von H(A), und aus jenen drei Gleichungen ergibt sichl), wenn man 

I 
c 

1 - 
E 1/22 + g+:' 

Journ. f. Math. 75. p. 85. 1878), da6 C positiv ist. Bei imaginaren 
Werten des Argumentes ist nach H e i n e  (1. c.) in der Darstellung fiir 

X ( 0 )  der Ausdruck ;iJ(@] zu addieren, so daS i im Argumente dee 
Logarithmus fortfilllt. 

1) Zur genaueren Durchfiibrung der Rechnung vgi. die Dissertation 
dcs Verf. p. 79-90. 

20 
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3 (7) a ( n )  = T n u  

s (il Q) 1 
1 +2-- 

~ i j i a  p) 1 a i p  J ( i i p )  
p J ’ ( i  i Q) J ( z  0) 5 2  (i i Q) 4- J’* (i 1 Q) + 2 J(i i p)- 

- -~ - 

i l q  

0 0 

wenn ich die Klammer auf der rechten Seite der Gleichung (7) 
abkiirzend durch y (i A p) bezeichne. 

Zur zahIenma0igen Berechnung des Integrals 

&P (i a d d (a A) 
0 

habe ich in meiner Dissertation2) mit Benutzung der unend- 
lichen Reihen (Gleichung (5b) und (5c)) die Werte von 

J ( i h Q ) ,  f 7 ( i n f T ) ,  7--- J’(iae’ und X ( i A 0 )  
z n e  

fur gewisse, geeignet scheinende Werte des Argumentes be- 
rechnet, aus ihnen jedesmal q~ (in a) zusammengesetzt und so 
das bestimmte Integral nach der Simpsonschen Regel aus- 
gewertet. Bei der Zusammensetzung von (i h 0)  ist jedoch 
ein Rechenfehler unterlaufen, so da8 sich statt dcr in  der 
Dissertation 3, gegebenen Zahlen der Wert von C,G (i il p) 

1) Vgl. Heine, I .  c. 
2) Dissertation des Verf. p. 124-126. 
3) p. 126. 
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fur 1 e = + zu 2,79 

,, 17 = + ,, 2700 
1, 77 = b ,, 1,35 
9 )  17 1 7 ,  0767 

7 7  1, = 2 7 7  0,21 
,, ,, = 4 ,, 0,014 ergibt, 

und damit wird 

r y  ( i n  a) = 2,45 
0 

und R 
e 

( w ~ )  = 2,4- a ;  

d. h. unter dem EinfluB eines unendlich langen Zylinders vom 
Querschnittsradius 8 wiirden sich die Fliissigkeitsteile am Mittel- 
punkte der Iiugel mit der Geschwindigkeit 2 , 4 ( R / p ) a  in der 
der Kugelgeschwindigkeit entgegengesetzten Richtung - die 
Kugelgeschwindigkeit war in ltichtung der negativen 2- Achse 
vorausgesetzt (p. 449) - bewegen und die relative Geschwindig- 
keit zwischen Kugel und Fliissigkeit wiirde den Wert 

annehmen. 
Um ferner den EinfluB zu berechnen, den zwei einander 

parallele , unendlich ausgedehnte Ebenen auf die Bewegung 
einer Eugel zwischen ihnen ausiiben, 
kann man die Methode verwenden, die 
H. A. Lorentz ' )  zur Berechnung der X 
,,Zuriickwerfung" von einer senkrecht zur 

gegeben hat. Legt man die XY-Ebene 
in jene reflektierende Ebene, bezeichnet 
mit a den momentanen Abstand der 
Kugel von jener Ebene, mit E' die Ent- 
fernung eines Punktes (3, y, z) von dem- 
jenigen Punkte K' (vgl. Figur), der 
zum Kugelmittelpunkte K beziiglich der Ebene symmetrisch 
liegt und la& wie bisher die Richtung der Kugelgeschwindig- 

Kugelbewegung liegenden Ebene an- 

I 

1) H. A. Lorentz,  1. c. 



454 R. Aadenhrg. 

keit mit der negativen 2- Richtung zusammenfallen, so erhalt 
man fur die allein in Betracht kommende z-Komponente der 
reflektierten Geschwindigkeit den Wert I) 

ws = p - ~ a  3 {F 1 + ___ %'+aaP + G ~ % $ ~ + a i % ) ,  
E f 3  

wobei 

ist,, und diese Bewegung wiirde am Mittelpunkte der Kugel 
eine der Kugelgeschwindigkeit entgegengesetzt gerichtete Ge- 
schwindigkeit der Fliissigkeitsteile von der GroBe 

= 22 + ya + (r + ,)a 

hervorru fen. 
Befindet sich nun auf der anderen Seite der Kugel im  

Abstande /3 eine zweite Ebene (11), so wiirde diese offenbar am 
Kugelmittelpunkte zu einer Geschwindigkeit 

als Reflexion der urspriinglichen Bewegung, Veranlassung geben.q 
Daneben ist aber offenbar auch die Zuruckwerfung des Zu- 
standes 3 von der Ebene I1 zu berucksichtigen. Urn bei 
deren Berechnung die Lorentzsche Methode unmittelbar zu 
verwenden, habe ich die SY-Ebene in die Ebene I1 verlegt 
und die Richtung der 2-Achse umgedreht (2-Achse). Dsnn 
erhalte ich am Kugelmittelpunkte die reflektierte Geschwindig- 
keit der Fliissigkeitsteile 

welche diesmal mit der Richtung der Kugelgeschwindigkeit 
zusammenfallt, also den Widerstand, den die Kugel erfahrt, 
verkleinert. Derselbe Wert wiirde sich aus Symmetriegriinden 
fur die Zuruckwerfung des Zustandes 3' von der Ebene I er- 
geben. Reflektiert man weiter die Bewegung 4 an der Ebene 1, 

1 )  Vgl. H. A. Lorentz,  1. c. p. 40. 
2) DaB sich die Kugel von dieser Ebene fortbewegt, andert, wie die 

Rechnung von Lorentz eeigt, auch nichts an dem Voreeichen der 
reflektierteu Geschwindigkeit. 
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so erhhlt man an der Stelle des Kugelmittelpunktes die Ge- 
schwindigkeit : 

und denselben Wert offenbar fur die entsprqchende Reflexion 
an der Ebene 11. Wie man sieht, werden die reflektierten 
Geschwindigkeiten allmahlich kleiner, aber nicht von einer 
hoheren Ordnung unendlich klein ; doch genugt, wie sich zeigen 
wird, die durch die berechneten Reflexionen erreichte Genauigkeit. 

Ich komme nun zur Bestimmung des Widerstandes. Be- 
wegt sich die Kugel von einem Punkte 

wobei y > 1 ,  bis zu einem Puiikte 
z = -  a + . B  

7 
in Richtung der negativen 2-Achse, so ist der mittlere Wert der 
durch die einzelnen Reflexionen hervorgerufenen Geschwindig- 
keiten der Fliissigkeitsteile l), wenn man (lc + /? 9 h setzt, infolge 
der ersten beiden Reflexionen: 

y - 1  - y - 1  - 
Y Y 

L L l [ ( w 3 )  y - 2  h + (w;) ]dz  = - & - l J % B a ( i  Y 2 h  + &)dz 
h h 

Y 7 
- - 

infolge der ersten und zweiten Reflexionen 

und infolge der ersten, zweiten und dritten Reflexionen 
27 +--- 9 f ' - ~ + l  70 3 S y s - y + l  
8 4 3y2 + p 7 - % 7 ] '  

Um diese Betrage wird also die Qeschwindigkeit der Kugel 
relativ zur Fliissigkeit vergrogert und dementsprecliend auch 
der Widerstand, den die Kugel erfahrt. 

1) Bei dieser Berechnung ist die durch Variation des Widerstandes 
bewirkte geringe hderung der Kugelgeschwindigkeit vmnachl5lssigt. 
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Um nun die Ergebnisse meiner Experimentel) mit dieser 
Berechnung zu vergleichen, ist hierin fiir y 3,5 zu setzen, 
da die verwendeten GefaBe 24 cm lang waren und die Kugel- 
geschwindigkeit wahrend der mittleren 10 cm beobaclttet wurde. 
Aus obigen Formeln folgt dann fur die Zusatzgeschwindigkeit 

R R R 4,83-iE-a bez. 2,05La bez. 4,27--nJ 
It 

so da8 sich der zu benutzende Wert durch geometrische Inter- 
polation zu 3,3 (Rlh)  a ergibt. Beriicksichtigt man noch die 
nachsten Reflexionen, so erhalt man einen nicht merklich ver- 
schiedenen Wert, so dab in der Tat die hier gegebene Be- 
rechnung der drei Reflexionen ausreicht. Werden nur je 
2,4 cm an den Enden der GefaBe von der Beobachtung aus- 
geschlrJssen2), so ist y =  10 zu setzen, und man erhalt als 
Zusatzgeschwindigkeit als Mittel den Wert 4,5 (Rlh) a. 

Fasse ich also nun den EinfluB des unendlich langen 
Zylinders und der zwei Ebenen zusammen, d. h. superponiere 
ich direkt die betreffenden Zusatzgeschwindigkeiten, so erhalt 
der Widerstand 3), den die Kugel erleidet, statt 

67ckRa 
den Wert 

6 n k R a  1 + 2 , 4 -  1 + 3 , 3 T ) 7  R ( "1 g ( 
und dieser Ausdruck gleieh 

- dem Auftrieb der unter dem EinfluB der Schwere fallenden 
Kugel - gesetzt, liefert an Stelie des ,,Stokesschen Gesetzes" 

R3(s - 6) 

die Gleichung 
2 s - u  k = g g R 2  (8) 

a (1 + 2,4 $) ( l-+T;j ' 

1) Dissertation des Verf. p. 55, Tab. IVb, die zur Berechnung der 
Reibungskoeffizienten p. 59 verwendet wurde. 

2) Diesem Fallc entsprechen die Resultate der Tab. IVa; da R/h 
im Mittel 0,005 ist, ergibt die Theorie, daB in diesem Falle die Kugel- 
geschwindigkeit im Mittel etwa 1 Proe. kleiner sein mu8 als in jenem, in 
obereinstimmung n i t  den Experimenten. 

3) H. A. Lorentz .  1. c. p. 29. 
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die fur einen oben und unten durch ebene Flachen begrenzten 
Zylinder vom Radius p und der Hijhe h gelten soll, falls die 
Kugelgeschwindigkeit a im mittleren Drittel der Rohre ge- 
messen wird. 

In der Tat werden nun meine experimentell erhaltenen 
Resultate durch diese Gleichung (8) befriedigend dargestellt : 
Folgende Tabelle enthalt die aus jenen Fallversuchen ab- 
geleiteten Werte des Reibungskoeffizienten (C.G.S.), berechnet 
nach der unkorrigierten S tokes  schen Gleichung (i) und nach 
der Gleichung (8) (K); die Dimensionen der verwendeten Kugeln 
und Rohren und die Werte der beobachteten Geschwindigkeiten 
finden sich in den zitierten Mitteilungen. 

Tabel le .  

R 
B 
- R 

h 
- 

1 
121 

1 
1 GO 
1 

121 
1 

34 1 
1 

lti0 
1 
3'10 

1 
12 1 

1 
24 L 

1 
1SO 

1 
320 

1 
241 

1 
320 

- 

~ 

__ 

__ 

~ 

~ 

__ 

__ 

- 

__ 

~ 

1681 

1600 

1515 

1515 

1491 

1490 

1456 

1447 

1438 

1424 

1415 

1396 

1348 

1346 

1318 

1349 

1340 

1362 

1328 

1344 

1338 

1349 

1348 

1347 
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Wahrend die aus den Fallversuchen mit verschieden groBen 
Kugeln und in verschieden weiten GefaBen nach der St okesschen 
Gleichung berechnete ,,Reibungskonst.ante" zwischen 1681 und 
1396 variiert, erhalt man nach der neuen Gleichung (8) den 
nahe konstanten Wert 

1343 
f 22, 

und nach der Poiseuilleschen Methode hatte sich ftir die- 
selbe Fliissigkeit 

1325 
rt 15 

ergeben. 
Cambridge,  April 1907. 

(Eingegangen 22. April 1907.) 


