
 

 

一维势场中粒子波包演变的研究 

沈玥 物理学系 17307110399 

摘要：本文基于 html5 优秀的动画演示和用户交互特性，利用有限差分法求解含时Schrödinger方程

得到一维势场下波包随时间的演化关系并将其动态展示。讨论了高斯波包通过势垒时的透射系数在不同

条件下的变化，并做出透射系数与波包宽度、粒子能量和势垒宽度等参数的关系曲线图。模拟结果表明，

根据粒子入射能量和势垒能量的相对大小不同，透射系数随上述参数有不同的依赖关系，并在特定条件

下将发生全透射的现象。 

 

一、引言 

薛定谔方程是量子力学中的基本方程。它是以异质结为基础的量子阱和超晶格等新型材料的理论基

础之一[1]。同时也为微观电子传输中的有趣现象，如谐振隧穿效应、Fano 谐振[2]等现象提供了理论解释。

然而含时薛定谔方程是一个偏微分方程，尽管在受迫谐振子[3]等少数系统下可以精确求解，大多数还是

需要依赖于数值解法。一些常见的数值解法包括有限元法[4]，Crank-Nicolson 方法和辛算法[5]等，在稳定

性、精确性和复杂性上各有优劣，可以运用于不同的场合。在量子力学的学习过程中，一些物理概念如

波包、机率密度、波函数等常常给学生的理解造成困难，对于这些物理过程缺乏直接的物理图像。而将

上述数值算法结合 html5 网页框架出色的动画演示效果和用户交互特性，可以将波函数的演变过程直观

的展示出来。 

本文主要利用有限差分结合简化后的Crank-Nicolson方法对一维势场下高斯波包的演变过程进行了

模拟。探讨了高斯波包通过势垒时的透射系数随波包宽度、粒子能量和势垒宽度等参数的变化，并对其

原因作出分析。 

 

二、实验原理 

1、有限差分法 

利用有限差分方法研究量子力学中的粒子在时空中的传播问题，空间中有一势场𝑉𝑉(𝑟𝑟)，粒子从起始

位置以波包形式开始运动，当波包运动至势场附近，波包产生分离，部分穿过势场，部分被反射回来。

这是一个求解含时Schrödinger方程的问题。对于在一维中运动的粒子，它的初始波函数形式可以用高斯

波包表示： 

 Ψ(𝑥𝑥, 0) = 1
√2𝜋𝜋𝜎𝜎2

𝑒𝑒−(𝑥𝑥−𝑥𝑥0)2/𝜎𝜎2𝑒𝑒𝑖𝑖𝑘𝑘0𝑥𝑥 (1) 



 

 

波包中心在𝑥𝑥0，宽度为𝜎𝜎。平面波因子𝑒𝑒𝑖𝑖𝑘𝑘0𝑥𝑥使波包以𝑣𝑣0 = ℏ𝑘𝑘0
𝑚𝑚
运动。 

一维下的含时薛定谔方程为： 

 𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = − ℏ2

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + 𝑉𝑉(𝑥𝑥)Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) (2) 

在𝑡𝑡时刻，式（1）其形式解为： 

 Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝐻𝐻�𝑡𝑡/ℏΨ(𝑥𝑥, 0) (3) 

除了在特定的势场和起始条件下，该式子很难计算得到解析解。但注意到原式是一个偏微分方程，

可以利用有限差分法进行数值求解。有限差分发的基本思想是先将问题的定义域进行离散网格化，然后

在网格点上，是通过有限差分来近似导数，从而寻求微分方程的近似解。[6] 

对于一段时间间隔𝜏𝜏，可以将式（3）写为 

Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡 + 𝜏𝜏) = 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝐻𝐻�𝜏𝜏/ℏΨ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 

若𝜏𝜏很小，可以将指数部分进行一阶近似并带回式（1） 

 Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡 + 𝜏𝜏) = �1 − 𝑖𝑖𝐻𝐻�𝜏𝜏
ℏ
�Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = {1 + 𝜏𝜏 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
− 𝜏𝜏 𝑖𝑖

ℏ
𝑉𝑉(𝑥𝑥)}Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) (4) 

即将时间域进行了离散化。同理可以利用空间离散化处理
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
项。𝑥𝑥轴以步长ℎ分割，时间以𝜏𝜏分割，

计Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛 = Ψ(𝑚𝑚ℎ,𝑛𝑛𝑛𝑛)，则可将Schrödinger方程式（3）化为如下形式 

 Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛+1 = Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛 + 𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ
2𝑚𝑚

Ψ𝑚𝑚+1,𝑛𝑛+Ψ𝑚𝑚−1,𝑛𝑛−2Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛

ℎ2
− 𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ
𝑉𝑉𝑚𝑚Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛 (5) 

对于空间中每一点给定初始波函数Ψ𝑚𝑚,0理论上可求出后续时刻的波函数Ψ𝑚𝑚,1,Ψ𝑚𝑚,2…… 

但是，由于其中忽略了𝜏𝜏的高次项，该差分方程并不稳定。同时，它也不能满足波函数的归一化要求。

作为优化，将指数算符 Cayley 形式 

𝑒𝑒−𝑖𝑖𝐻𝐻�𝜏𝜏/ℏ =
1 − 𝑖𝑖𝐻𝐻�𝜏𝜏/2ℏ
1 + 𝑖𝑖𝐻𝐻�𝜏𝜏/2ℏ

 

这是一个酉正算符，可保证波函数归一性。依照之前的方法改写式（1）将涉及的空间微分算符写成

差分形式，并且为了后续代码的方便起见将物理常数取为单位制ℏ = 1,𝑚𝑚 = 1后得 

 Ψ𝑚𝑚+1,𝑛𝑛+1 + 2{(𝑖𝑖2𝜏𝜏−1 − 𝑉𝑉𝑚𝑚)ℎ2 − 1}Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛+1 + Ψ𝑚𝑚−1,𝑛𝑛+1 

 = −Ψ𝑚𝑚+1,𝑛𝑛 + 2{(𝑖𝑖2𝜏𝜏−1 + 𝑉𝑉𝑚𝑚)ℎ2 + 1}Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛 − Ψ𝑚𝑚−1,𝑛𝑛 (6) 

该方程虽然满足了稳定性和波函数的归一化需求，但该方程不再是简单的由Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛决定Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛+1的公式，

等式左边各涉及前后时刻相邻三个位置的波函数，因此需要求解联立方程组。求解的困难之处在于矩阵

的维数可能很大。虽然该方程组的系数矩阵是三对角矩阵，利用托马斯算法可以将其时间复杂度降至

𝑂𝑂(𝑛𝑛)，但是Javascript对于二维数组并不提供优秀的支持，使得即使利用托马斯算法，读取系数时依旧会

出现麻烦，最终会使得动画效果不够流畅。为了简化代码，可以对改算法进行进一步优化。 



 

 

 

2、显隐式组合差分方程到显式差分法的转换[7] 

利用三对角矩阵的特点，可以对上述显隐式组合差分方程式（6）进行进一步转化。定义其右边 

𝐴𝐴𝑚𝑚,𝑛𝑛 = −Ψ𝑚𝑚+1,𝑛𝑛 + 2{(𝑖𝑖2𝜏𝜏−1 + 𝑉𝑉𝑚𝑚)ℎ2 + 1}Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛 − Ψ𝑚𝑚−1,𝑛𝑛 

数值计算上，为了方便我们希望能将差分方程写成显式，以期可以利用Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛+1直接求得Ψ𝑚𝑚+1,𝑛𝑛+1，

即 

Ψ𝑚𝑚+1,𝑛𝑛+1 = 𝐵𝐵𝑚𝑚,𝑛𝑛Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛+1 + 𝐶𝐶𝑚𝑚,𝑛𝑛 

带回式子（6），可得 

𝐵𝐵𝑚𝑚,𝑛𝑛 = −2{(𝑖𝑖2𝜏𝜏−1 − 𝑉𝑉𝑚𝑚)ℎ2 − 1}− 1/𝐵𝐵𝑚𝑚−1,𝑛𝑛 

𝐶𝐶𝑚𝑚,𝑛𝑛 = 𝐴𝐴𝑚𝑚,𝑛𝑛 + 𝐶𝐶𝑚𝑚−1,𝑛𝑛/𝐵𝐵𝑚𝑚−1,𝑛𝑛 

上面的递推式只适用于内部区域，在边界上，由于波函数的平方归一要求，无论是什么样的波包，

只要观测的空间域足够大，都可以认为Ψ0,𝑛𝑛 = Ψ𝑀𝑀,𝑛𝑛 = 0，在边界𝑚𝑚 = 0处，由边界条件可得 

𝐵𝐵1,𝑛𝑛 = −2{(𝑖𝑖2𝜏𝜏−1 − 𝑉𝑉1)ℎ2 − 1} 

𝐶𝐶1,𝑛𝑛 = 𝐴𝐴1,𝑛𝑛 

再利用另一边𝑚𝑚 = 𝑀𝑀处的边界条件，带回有 

Ψ𝑀𝑀−1,𝑛𝑛+1 = −𝐶𝐶𝑀𝑀−1,𝑛𝑛/𝐵𝐵𝑀𝑀−1,𝑛𝑛 

Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛+1 = (Ψ𝑚𝑚+1,𝑛𝑛+1 − 𝐶𝐶𝑚𝑚,𝑛𝑛)/𝐵𝐵𝑚𝑚,𝑛𝑛 

至此，可以总结出该问题的核心算法： 

1）确定初始波函数Ψ𝑚𝑚,0 

2）对于第𝑛𝑛个时刻，已经求得Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛，应重复以下步骤： 

从𝑚𝑚 = 1处开始顺序计算𝐴𝐴𝑚𝑚,𝑛𝑛，然后后计算𝐵𝐵𝑚𝑚,𝑛𝑛和𝐶𝐶𝑚𝑚,𝑛𝑛  

从𝑚𝑚 = 𝑀𝑀 − 1开始逆序计算Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛+1 

3）更新Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛为Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛+1，作图并进入下一次运算 

注意到𝐴𝐴𝑚𝑚,𝑛𝑛,𝐵𝐵𝑚𝑚,𝑛𝑛,𝐶𝐶𝑚𝑚,𝑛𝑛的值只与Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛有关，因此对于第𝑛𝑛时刻，只需要三个大小为𝑀𝑀的一维数组用于

记录𝐴𝐴𝑚𝑚,𝑛𝑛,𝐵𝐵𝑚𝑚,𝑛𝑛,𝐶𝐶𝑚𝑚,𝑛𝑛的值，即可进行递推。并且这三个数组可以在每次更新后清空重复使用，以此大大降

低了空间需求。 

 

三、实验过程 

网页界面如图所示，包含如下区域和功能 



 

 

1、主界面 

如图 1 所示，在该界面展示了势函数的形状和波函数的模值|Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛|2的演变过程。 

 

图 1  主界面示意图 

A）势函数设定 

由于在有限差分法中，同时将势函数𝑉𝑉(𝑥𝑥)进行了离散化，因此在该界面上可以将所有分立的势节点

𝑉𝑉0,𝑉𝑉1……𝑉𝑉𝑀𝑀依次连接起来形成势函数曲线。同时这种连线图为利用鼠标改变势函数提供了可能。利用

windowToCanvas(x,y)将鼠标的坐标转换为画布内坐标以此判断移动的节点位置，利用 onmousemove 事

件，在鼠标拖动节点时更新势函数作图即势节点大小。为了方便势垒势阱的设置，此处也支持批量移动

势节点的操作。点击“批量”按钮，依次点击要移动的节点群的左端点和右端点，即可对该范围内所有

势节点进行整体移动操作。每次调整势函数都会在页面上留下记录。 

B）创建动画 

利用 requestAnimationFrame(callback)函数创建动画。用户在完成势函数设定后点击“开始”按钮

即可观察波函数的演化过程。requestAnimationFrame(callback)可以在下一帧调用 callback 函数冰窖调

用的时刻作为参数传递给该函数。因此在每一帧调用后，利用Ψ𝑛𝑛得到Ψ𝑛𝑛+1并重新绘图，即可得到波函数

的演变过程。 

2、波函数初始值的设定 

如图 2 所示，该界面提供了两种方法以实现初始波函数的设定。正如原理部分所示，一维势场中粒子的

初始状态可以用高斯波包来描述。由于势函数位置的任意性，可以固定波包中心𝑥𝑥0。因此第一种方法只

需调节宽度𝜎𝜎和波包运动速度𝑘𝑘0即可描述不同的高斯波包。而同时任意形状的波包均可分解为一系列平

面波的叠加，这些平面波仅存在初始相位和运动速度的不同。因此第二种方法则是通过叠加不同相位和

速度的平面波来实现波函数的初始化。同样，更新的记录会显示在页面上。 



 

 

 
图 2  波函数更新界面示意图 

3、概率分布演变界面 

波函数的模值平方|Ψ𝑚𝑚,𝑛𝑛|2反映了粒子在 n 时刻出现在 m 处的几率大小。利用之前势函数的更新记

录，可以判断势场的覆盖范围。将势场前，势场中，势场后的概率进行加和并随着波函数的演变更新，

可以得到概率分布演变图。如图 3 所示，在该界面上，纵轴为各部分所占概率，横轴为时间。黑线代表

势场前，蓝线代表势场中，红线代表势场后。 

 
图 3  概率分布演变界面示意图 

4、透/反射系数扫描界面 

在讨论势垒透射时一个重要的问题是透射反射和反射系数对于某参数，如入射粒子能量、 

势场大小、势场范围等的依赖关系。在量子力学上，透射系数和反射系数是用几率流密度定义的 

𝑅𝑅 =
𝑗𝑗𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
𝑗𝑗𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

,𝑇𝑇 =
𝑗𝑗𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑗𝑗𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

 

其中 j 是几率流密度，定义为 

𝑗𝑗 =
𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
(Ψ∇Ψ∗ − Ψ∗∇Ψ) 

对于纯数值模拟的结果，几率流密度较难得到解析解，但对于一维条件下的平面波入射，可以做适

当的简化。正如原理部分所叙述，一维中运动的粒子，其初始波函数可以用高斯波包来描述，当波包展

宽𝜎𝜎足够大时可以认为是局域在某一范围内的平面波。设平面波的波函数为Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖(𝑘𝑘𝑘𝑘−𝜔𝜔𝜔𝜔)，则其对

应的几率流密度为 

𝑗𝑗 =
𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
�−𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖(𝑘𝑘𝑘𝑘−𝜔𝜔𝜔𝜔) ∙ 𝐴𝐴𝐴𝐴−𝑖𝑖(𝑘𝑘𝑘𝑘−𝜔𝜔𝜔𝜔) − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴𝐴𝐴𝐴−𝑖𝑖(𝑘𝑘𝑘𝑘−𝜔𝜔𝜔𝜔) ∙ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖(𝑘𝑘𝑘𝑘−𝜔𝜔𝜔𝜔)� 



 

 

 = ℏ𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝐴𝐴2 ∝ |Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)|2 (7) 

可以看到几率流密度与粒子在相同位置出现的概率是成正比的，因此在一维条件下，我们可以通过

概率之比来近似的描述透射系数和反射系数，即近似认为 

𝑅𝑅 ∝
∑ |Ψ𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)|2𝑖𝑖在势前

∑ |Ψ𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)|2𝑖𝑖
,𝑇𝑇 =

∑ |Ψ𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)|2𝑖𝑖在势后

∑ |Ψ𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)|2𝑖𝑖
 

以此讨论相关参数的依赖关系。在该界面上，纵轴为透（反）射率，横轴为相应参数。如图 4 以入

射粒子能量为例。 

 

图 4  透/反射系数扫描界面示意图 

四、案例示意 

首先通过几个比较常见的一维势场下的情形来验证该程序的正确性。 

1、无限深势阱中的本征态 

由于在该算法中的边界条件Ψ0,𝑛𝑛 = Ψ𝑀𝑀,𝑛𝑛 = 0，实际上可以认为算法覆盖的空间域对应于一个无限深

势阱。对应势函数为 

𝑉𝑉(𝑥𝑥) = � 0, 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑎𝑎
∞, 𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 

无限深势阱的本征态对应于阱中驻波， 

𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑥𝑥) = �2
𝑎𝑎

sin �
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 � 𝑒𝑒−𝑖𝑖

𝐸𝐸
ℏ𝑡𝑡 ,𝐸𝐸 =

𝑛𝑛2𝜋𝜋2ℏ2

2𝑚𝑚𝑎𝑎2
 

对于本征态，其能量为确定值，其模平方|Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)|2不应随时间改变，但波函数实部和虚部会随时间

震荡。 

 



 

 

 

图 5  无限深势阱本征态的演化示意图 

如图 5 所示，黑线为|Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)|2，蓝线为波函数实部，红线为波函数虚部。波函数由上图演变指下图，

可以看到是符合理论计算的。 

2、高斯波包的延展 

对于用式（1）描述的一维中运动的粒子，在波包运动时会展宽。其原因在于波包本身可以看成是由

一系列形式为𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖的平面波组成，其权重是傅里叶展开系数，每个在空间中传播的平面有不同的速度，

并且一半沿+𝑥𝑥方向，另一半沿着−𝑥𝑥方向，因此每个分量的运动导致波包的展宽。取𝜎𝜎 = 0.5,𝑘𝑘0 = 7模拟

结果如图 6，从左至右为高斯波包的演变过程。 

   

图 6  自由运动的高斯波包延展示意图 

可以看到，波包高度随时间的增加而降低，宽度增大，但在全空间中的几率守恒。 

3、波包对势垒（势阱）的透射和反射 

用波包的传播运动可以研究一大类包含例子反射、透射和隧穿等现象的问题。首先考虑反射壁问题，

在给定的空间中有高为𝑉𝑉0的势垒，让波包从自由空间向此壁运动。设定𝑡𝑡 = 0时波包中心𝑥𝑥0 = 200，取𝜎𝜎 =

0.5,𝑘𝑘0 = 7，势垒𝑉𝑉(𝑥𝑥) = 100(216 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 226)进行模拟，波包演化结果如图 7 前三张图所示，第四张图

展示了概率分布图随时间的变化。  

    

图 7  高斯波包入射势垒示意图（1-3）和概率演变图（4） 

可以发现，当势垒高度𝑉𝑉0 ≫
ℏ2𝑘𝑘02

2𝑚𝑚
时，波包在势垒壁上被反射回来，|Ψ|2有明显震荡现象，且有部分



 

 

粒子穿过势垒，形成粒子的隧穿效应。 

同样的方法也可研究势阱透射问题。势阱𝑉𝑉(𝑥𝑥) = −50(220 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 232)，高斯波包设定同上，模拟结

果及概率分布如图 4 所示。 

   
 

图 8  高斯波包入射势阱示意图（1-3）和概率演变图 

可以看到，尽管粒子能量大于势阱，依旧有小部分波包被反射回来，这也是典型的量子效应。 

 

五、实验结果和分析 

接下来将利用概率分布图和扫描功能研究势垒透射率与粒子能量、势垒宽度以及波包宽度的关系，

并对粒子能量𝐸𝐸 > 𝑉𝑉0和𝐸𝐸 < 𝑉𝑉0两种情况进行讨论 

1、透射率和波包宽度的关系 

固定𝑥𝑥0 = 200,𝑘𝑘0 = 10不变，改变𝜎𝜎的取值，从 0.1 至 1，每 0.1 做一次模拟。模拟𝐸𝐸 > 𝑉𝑉0的情况，

取𝑉𝑉(𝑥𝑥) = 5(225 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 237)，模拟结果如图 5 所示。左图为每次模拟中的概率分布图，每次突变意味着

改变了一次𝜎𝜎，右图为整理后的透射率与𝜎𝜎的关系图。 

  

图 9  𝐸𝐸 > 𝑉𝑉0时透射系数与波包宽度的关系图 

同理模拟𝐸𝐸 < 𝑉𝑉0的情况，取𝑉𝑉(𝑥𝑥) = 50(224 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 239)，模拟结果如图 10。 



 

 

  

图 10  𝐸𝐸 < 𝑉𝑉0时透射系数与波包宽度的关系图 

可以看到，当𝐸𝐸 > 𝑉𝑉0时，波包展宽增加，透射率增加，而当𝐸𝐸 < 𝑉𝑉0时，波包展宽增加，透射率减小。

这一现象可以从海森堡不确定性原理上得到一定程度的解释。高斯波包满足最小的不确定性，即∆𝑥𝑥∆𝑝𝑝 =

ℏ
2
，而位置的不确定性∆𝑥𝑥 ∝ 𝜎𝜎，因此展宽越宽，动量的不确定性越小且集中在ℏ𝑘𝑘0，粒子的能量的不确定

性也会减小且集中在𝐸𝐸 = (ℏ𝑘𝑘0)2

2𝑚𝑚
。因此随着展宽增加，当𝐸𝐸 > 𝑉𝑉0时，有更大的概率粒子能够透过势垒，而

𝐸𝐸 < 𝑉𝑉0时粒子透过的概率更小。 

2、透射率与能量的关系 

对于势阱，不同能量的粒子入射会发生全透射现象。可以证明，对势阱 

𝑉𝑉(𝑥𝑥) = �−𝑉𝑉0, 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑎𝑎
0, 𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒  

能量为𝐸𝐸的波包，其透射率为 

𝑇𝑇 = (1 +
𝑉𝑉02

4𝐸𝐸(𝐸𝐸 + 𝑉𝑉0) sin 2(𝑘𝑘2𝑎𝑎)−1 = (1 +
𝑉𝑉02

4𝐸𝐸(𝐸𝐸 + 𝑉𝑉0) sin 2(
𝑎𝑎
ℏ
�2𝑚𝑚(𝐸𝐸 + 𝑉𝑉0)))−1 

当𝐸𝐸 = −𝑉𝑉0 + (𝑛𝑛𝑛𝑛ℏ)2

2𝑚𝑚𝑎𝑎2
时发生全透射。模拟时𝜎𝜎 = 2固定不变，取𝑉𝑉(𝑥𝑥) = −50(226 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 249)，调节𝑘𝑘0

从 1 到 10 每 0.1 做一次模拟，得到扫描图如图 

 

图 11  势阱透射率与粒子能量关系图 

可以看到透射率曲线并不是随能量单调变化的，这正是全透射的影响。但是模拟结果中透射几率并

没有达到 1。这一方面是由于波包本身不能完全替代平面波，另一方面，尽管全投射发生时反射系数为

0，但并不代表势场前粒子出现几率就为 0，因此透射率并不会达到 1。 



 

 

对于有限高势垒 

𝑉𝑉(𝑥𝑥) = �𝑉𝑉0, 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑎𝑎
0, 𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒  

可以发现如果𝐸𝐸 > 𝑉𝑉0其通解与上述势阱并没有本质的区别，因此透射率曲线也会有类似的波动。

𝑉𝑉(𝑥𝑥) = 14(227 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 249)，扫描结果如图。 

 

图 12  𝐸𝐸 > 𝑉𝑉0时势垒透射率与粒子能量关系图 

如果𝐸𝐸 < 𝑉𝑉0，势垒中通解为 

𝜓𝜓(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝑒𝑒𝑘𝑘3𝑥𝑥 + 𝐷𝐷𝑒𝑒−𝑘𝑘3𝑥𝑥 

其中𝑘𝑘3
2 = 2𝑚𝑚(𝑉𝑉0−𝐸𝐸)

ℏ2
 

可以计算得对能量为𝐸𝐸的波包，其透射率为 

𝑇𝑇 = (1 +
𝑉𝑉02

4𝐸𝐸(𝑉𝑉0 − 𝐸𝐸) (𝑒𝑒𝑘𝑘3𝑎𝑎 − 𝑒𝑒−𝑘𝑘3𝑎𝑎)2)−1 

模拟时𝑉𝑉(𝑥𝑥) = 50(230 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 250)，扫描结果如图 

 

图 13  𝐸𝐸 < 𝑉𝑉0时势垒透射率与粒子能量关系图 

可知随着能量的增加，透射率增加。事实上由式（7）可知实际透射系数与𝑘𝑘0也相关，因此其增加趋

势还会更大一些。 

 

3、透射率和势垒宽度的关系 

对于有限高势垒𝐸𝐸 > 𝑉𝑉0的情况，可以看见当入射粒子能量、势垒都完全确定时， 



 

 

𝑇𝑇 = (1 +
𝑉𝑉02

4𝐸𝐸(𝐸𝐸 + 𝑉𝑉0) sin 2(
𝑎𝑎
ℏ
�2𝑚𝑚(𝐸𝐸 + 𝑉𝑉0)))−1 =

1
1 + 𝑊𝑊1sin2 (𝑘𝑘2𝑎𝑎)

 

透射率应该是一个对势垒宽度𝑎𝑎周期性变换的类似于三角函数的图像，在𝑘𝑘2𝑎𝑎 = 𝑛𝑛𝑛𝑛时会发生全透射。 

模拟时取𝑘𝑘0 = 5,𝜎𝜎 = 10,𝑉𝑉(𝑥𝑥) = 8，势垒覆盖范围从𝑥𝑥 = 250开始，宽度从 1 增加至 40，每隔 1 做

一次模拟。扫描结果如图 

 

图 14  𝐸𝐸 > 𝑉𝑉0时透射率与势垒宽度关系图（𝜎𝜎 = 10） 

如果将𝜎𝜎 = 2，同样做扫描 

 

图 15  𝐸𝐸 > 𝑉𝑉0时透射率与势垒宽度关系图（𝜎𝜎 = 2） 

可以看到，波包宽度更大的时候周期性更好，结果也更接近于平面波的理论分析。这意味着，入射

粒子进入势垒后碰到两侧势垒壁发生反射和透射，当粒子能量合适，经过多次反射透射后波的相位相同，

彼此相干相长，出现共振透射。 

对于有限高势垒𝐸𝐸 < 𝑉𝑉0的情况，令𝑉𝑉(𝑥𝑥) = 15，同样进行扫描，结果如图 

 

图 16  𝐸𝐸 < 𝑉𝑉0时透射率与势垒宽度关系图 



 

 

透射率随势垒宽度而减小。 

 

六、实验结论 

本实验模拟了一维条件下高斯波包在不同势场下的运动，讨论了势垒的透射率与不同参数的依赖关

系。模拟结果表明，当入射粒子能量𝐸𝐸 > 𝑉𝑉0时，透射率随波包宽度的增加而增加，对特定的粒子能量和

势垒宽度将会发生全透射现象；当入射粒子能量𝐸𝐸 < 𝑉𝑉0时，透射率随波包宽度的增加而减小，随粒子能

量的增加而增加，随势垒宽度的增加而减小，不会发生全透射现象，符合理论计算的预期。 本实验为学

生理解量子力学中的基本概念提供了启示。 
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