基于HTML的大角度线性阻尼摆的模拟实验
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1.引言
	HTML (Hyper Text Marked Language) 是一种被广泛使用的超文本语言。通过浏览器的识别与翻译，可以形成我们所熟知的网页。相比其他数值建模方法而言，HTML具有可视化，即时演示的优势。同时HTML兼容大多数浏览器，写好的脚本不需要另行下载专门的软件即可在绝大多数电脑上运行。这些优点，使得HTML成为了一个理想的物理演示课件开发平台。
本文报告了基于HTML进行单摆模拟实验的研究。通过对单摆动力学方程的数值计算，作者研究了大角度幅度以及线性阻尼对单摆的影响，提供了理解真实单摆行为的简单图像。

2.实验的实现原理与方法
	2.1理论叙述
	满足经典力学规律的对象，其动力学演化规律由牛顿定律所推导得到的微分方程完全决定。考虑一个大角度阻尼摆的力学过程，通过简单的受力分析即可得到：

	若略去阻尼项，则得到大角度单摆所满足的方程：

	该方程的解析解十分复杂，但若使用级数展开的方法，可以获得的近似解

	另一方面，若将（1）式中的近似为,即不考虑大角度因素，则（1）变为较为熟悉的谐振子阻尼运动的形式，并可得到其解析通解形式：



	注意到既存在大角度效应又考虑阻尼的（1）式难以获得解析形式的通解，但确定的微分方程使得我们可以通过数值解的方式给出运动情况，这将是接下来实验部分的起点。
	2.2大角度阻尼摆的数值模拟实现
	采用JavaScript脚本编写数值模拟过程，其核心在于将微分方程（1）数值化为一个个离散而不断推进的步骤，时刻的运动将由时刻完全确定：


	JavaScript脚本示例：
[image: ]
	在运行过程中，程序将不断记录单摆的度位置，时间，周期与幅度等信息，并将其打印在实时显示屏上。因而实验者可以通过这个“位置时间测量器”得到对应的模拟实验结果。
	HTML运行截图示例：
[image: ]
	应该指出的是：之所以采用最简单的向前差分的方法【（5）】计算（1）而非更加精确的RK4算法，是为了最大限度地减少每一步运行的时间,从而能够在浏览器运算效率允许的范围内取足够小的时间步长。以下结果均采用进行计算，所测得的与时间相关的数据的最大误差为0.002s。摆长取为0.8m, 重力加速度确定为9.8m/.

3.实验结果与分析
本节首先验证了有明确通解的大角度无阻尼单摆与不考虑角度效应有线性阻尼的单摆运动，之后以此为基础研究角度与阻尼效应均存在的情况。

	3.1大角度无阻尼单摆的运动
	通解形式为（3），为了拟合方便，我们将公式取展开阶数到，根据实验结果作周期随角度变化的图像并拟合。
[image: ]
拟合结果：


为理想单摆周期，准确值


	图中最大角度换算为180度角度制为50度，可见在所测量的角度范围内拟合结果极好。验证了公式（3）的适用性。

	3.2有阻尼无角度效应的单摆运动
	线性阻尼运动的通解为(4)式，我们可以明显的看到，其两个区别于理想单摆的特点在于：1.振幅随时间而衰减，包络为；2.包络内的震荡频率受阻尼影响。基于HTML模拟实验，我们可以验证这两个特点。



	（1）振幅衰减特点
	 在程序内设置线性阻尼系数为,指数拟合所得到的实验结果
[image: ]
拟合结果：



	可见指数形式的符合程度堪称完美。
	(2)震荡频率随阻尼变化
	预计阻尼对角频率的影响为(4)式中的，取不同阻尼值拟合验证这个公式：
[image: ]
拟合结果：


程序参数设置值为

	可见公式拟合效果也很好。
	对于阻尼对频率影响的实际效果，在这里进行一个估算。现实中单摆阻尼大概不超过0.2。按照以上公式的陈述，阻尼效应带来的频率偏差仅为千分之一以下。因而实际单摆运动中阻尼对单摆的影响主要体现在振幅的指数衰减上。阻尼对频率的影响有限。

	3.3大角度有阻尼单摆的运动
	当两种效应均存在时，情况较前面两种情况要复杂些，原因是准确描述运动的（1）尚未得到解析通解。然而，从模拟实验结果，我们可以获得关于运动形式的一些经验结果。作者将在接下来的叙述中表明：两种效应均存在时，单摆的运动保留了大部分(3.1)与(3.2)中的特点。
	模拟实验探究了两种阻尼（系数为0.06与0.8）下大角度阻尼摆的运动特点。阻尼系数0.06对应空气中的情况，阻尼系数0.8则对应较为粘稠的介质的情况，譬如说某种低阻尼的液体介质。

	（1）幅度随时间衰减曲线
[image: ][image: ]阻尼0.8：
阻尼0.06：


	图中曲线均用进行拟合，得到的拟合系数均大于0.99999。根据实验结果，我们可以推断，指数形式的衰减特性是毫无疑问的，很可能是严格的结果。但指数项上的有可能因为角度效应的加入而形式上发生了改变，这一推断原因在于拟合得到的结果相比程序设定值发生了1%左右的偏差，这种偏差无法通过拟合误差解释。
	尽管仍然存在疑问，但就所研究的低阻尼情况而言，仍然是一个不错的近似。更严格地形式是，的形式有待确定。

	（2）摆动周期随幅度的变化
	 按照(3.1)的经验，我们仍然采用
	 进行拟合，结果如下。
	[image: ][image: ]阻尼0.8：
阻尼0.06：

	
	注意到点的分布仍然满足拟合公式的形式，但是两种不同阻尼得到的值不同。的意义既是所使用参数下理想单摆的周期，注意到两种阻尼下其他参数均相同，而拟合误差又不能解释值的不同，因而我们可以认为这一不同是由于阻尼不同产生的。
	如何理解值的不同呢?注意到（3.2）已经阐明了只存在阻尼时的振动周期受阻尼影响，即 ，我们预料这一效应在考虑大角度效应时仍然成立。
将阻尼值代入公式，可以得到（）：

	注意到计算出的T值与实验值符合得很好。这一结果表明，大角度效应与线性阻尼效应对于周期的影响是解耦的，可以分别用一个与之相关的系数调制。根据这一结果，可以得到大角度线性阻尼摆的周期经验公式：
	
4.实验结论与总结
	本文基于HTML进行了大角度阻尼摆的建模研究，分别考虑了大角度效应与阻尼效应对于单摆振幅与周期的影响，验证了理论上给出的运动通解的形式。在此基础上，考虑了角度与阻尼效应同时存在时单摆的运动特征，得到了振幅衰减与运动周期的经验公式。
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image1.png
function runstep() {

requestAnimFrame(runstep);
info.omega = info.omega-(dampratexinfo.omega+g_GZxMath.sin(info.angleinrad)/(info.lengthinpixel/meterpixelrate))*timestep;

info.angleinrad = info.angleinrad + info.omegaxtimestep;
info.time = info.time+timestep;
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