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摘要：本实验将蒙特卡洛方法和 HTML5平台结合，从定性和定量两方面研究二维

正方晶格下的伊辛模型，可视化地展现了二级相变过程，并求得临界温度

的数值解，与精确解相差 3%。 

 

一、引言： 

相变是一类重要的宏观物理现象，相变过程中，物理量会出现一定程度的不

连续性；二级相变指的是自由能的一阶导数连续，但二阶导数不连续，铁磁相变

是典型的二级相变。在热力学中，朗道在 1937 年提出了他的连续相变理论[2]P102，

引入序参量的概念，在唯像层面很好地解释了二级相变。在统计物理中，二级相

变常使用建立模型的方法进行研究；人们发现的第一个具有相变现象的物理模型

是伊辛模型，在 1924 年由 Ernst Ising提出，这是一种描述铁磁相变的半量子

模型，在维数大于等于 2时，表现出二级相变的特征。 

相变的统计模型是多体系统，一般无法精确求解，即使进行数值计算也往往

需要耗费大量算力。蒙特卡洛方法（Monte Carlo Method）是一种有效的解决方

案，这种方法通过随机抽样把求解数理方程的问题转化为概率问题，可以极大简

化计算的复杂度，使得数值求解可以进行，因而在包括计算物理在内的很多领域

有应用。 

本实验将在 HTML5 搭建的网页平台利用蒙特卡洛方法研究二维伊辛模型，并

可视化地展现蒙特卡洛模拟的过程。 

 

二、实验原理： 

1. Ising model 

晶格中每一个原子的自旋可取两个分立的值𝜎 = ±1，相邻自旋间存在相互

作用𝐸𝑖𝑗 = −𝐽𝜎𝑖𝜎𝑗，每一个自旋还与外加磁场有作用𝑉𝑖 = ℎ𝜎𝑖；当晶体结构确定后，

体系的哈密顿量可写作： 

𝐻 = −𝐽 ∑ 𝜎𝑖𝜎𝑗

<𝑖𝑗> 

+ ℎ ∑ 𝜎𝑖

𝑖

 



期中，< 𝑖𝑗 >表示对晶格中的相邻原子求和，𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑁，即共有𝑁个原子；

体系的配分函数为： 

 𝑍 = ∑ 𝑒−𝛽𝐻

{𝜎𝑖}

= ∑ exp [−𝛽 (−𝐽 ∑ 𝜎𝑖𝜎𝑗

<𝑖𝑗> 

+ ℎ ∑ 𝜎𝑖

𝑖

)]

{𝜎𝑖}

 

{𝜎𝑖}表示对所有的态（共2𝑁个）求和。 

现已知伊辛模型在维度大于 2时具有出二级相变现象。[2]P285 

2. 蒙特卡洛方法与细致平衡原理 

MCMC，即马尔科夫链蒙特卡洛方法（Markov Chain Monte Carlo Method）

是蒙特卡洛方法在统计力学中的一种应用。其基本思想是将时间轴离散化，连续

变化的态转化为一系列分立的状态（即马尔可夫链）；同时，将状态随时间变化

所满足的动力学方程替换为一个概率过程，用转移矩阵𝑃(𝜏𝑚 → 𝑡𝑛)描述；用这种

“伪动力学”过程来模拟出体系的平衡态，进而计算各类热力学量。 

为了模拟出符合物理的平衡态，在设计蒙特卡洛过程时有一定的约束[4]。表

现为如下两条： 

(a)各态历经：任意两个状态𝑚, 𝑛（𝑚, 𝑛是标记态的量子数）之间都是联通的，

即总存在一条途径𝑚 → 𝑚 + 1 → 𝑚 + 2 → ⋯ → 𝑛，其概率不为零； 

(b)全局平衡原理：系统达到平衡的标志是状态的概率分布保持不变。用

Π(𝜏𝑛)表示概率分布函数，用𝑃(𝑡𝑛 → 𝑡𝑚)表示态𝜏𝑛转化为𝜏𝑚的概率；概率分布

保持不变时，某一个态由其他态产生的概率等于该态转化为其他态的概率，

因此可以写出： 

∑ Π(𝜏𝑚)𝑃(𝜏𝑚 → 𝑡𝑛)

𝑚

= ∑ Π(𝜏𝑛)𝑃(𝜏𝑛 → 𝑡𝑚)

𝑚

 

上式左边表示由所有其他态转化为𝑡𝑛的总概率，上式右边表示由𝑡𝑛转化为其

他态的概率。在平衡态下，分布Π(𝜏𝑛)可用玻尔兹曼分布代入；上述约束方程

对所有𝑛都成立，共可以写出𝑋个（𝑋为总状态数），这就是全局平衡原理的数

学表达。显然，未知数𝑃(𝜏𝑛 → 𝑡𝑚)有𝑋2个，少于方程数目，因此概率过程

𝑃(𝜏𝑛 → 𝑡𝑚)的选取有一定的任意性。 

全局平衡原理要求的是所有状态之间的平衡，我们为了设计概率过程的方便，

可以人为加强约束，要求任意两个状态之间都达到平衡，也就是细致平衡。当两



个态𝜏𝑛, 𝑡𝑚之间达到平衡时，由𝜏𝑛转化为𝜏𝑚的总概率等于𝜏𝑚转化为𝜏𝑚的总概率，

即： 

Π(𝜏𝑛)𝑃(𝜏𝑛 → 𝑡𝑚) = Π(𝜏𝑚)𝑃(𝜏𝑚 → 𝑡𝑛) 

将玻尔兹曼分布Π(𝜏𝑛) ∝ 𝑒−𝛽𝐸(𝜏𝑛)代入，得到： 

𝑃(𝜏𝑛 → 𝑡𝑚)

𝑃(𝜏𝑚 → 𝑡𝑛)
= 𝑒−𝛽(𝐸(𝜏𝑛)−𝐸(𝜏𝑚)) = 𝑒−𝛽 Δ𝐸 

这就是细致平衡原理的数学表达。显然，细致平衡原理是全局平衡原理的充

分不必要条件，因此满足细致平衡原理的概率过程必然满足全局平衡原理。 

3. Metropolis 算法 

这是一种根据细致平衡原理写出的最为简单的马尔科夫链蒙特卡洛算法，其

过程分为如下两步： 

a) 伊辛模型的状态为𝜏 = {𝜎1, 𝜎2, … , 𝜎𝑁}，任意选取一个𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑁} 

b) 考虑自旋𝜎𝑖反转，而其他自旋不变的态𝒟 = {𝜎1, … , −𝜎𝑖 , … , 𝜎𝑁}，其能量为𝐸(𝒟)，

按如下规则判定是否接受𝒟： 

若𝐸(𝒟) < 𝐸(𝜏)，接受𝒟; 

若𝐸(𝒟) > 𝐸(𝜏)，以𝑃 = exp[−𝛽(𝐸(𝒟) − 𝐸(𝜏))]的概率接受𝒟，反之则返回𝜏； 

这样完成一个蒙特卡洛步骤。 

重复上述步骤，直到体系达到热平衡态。 

4. 热力学量的计算 

在统计力学中，热力学量等于看作物理量的系综平均，相当于在蒙特卡洛过

程中多次采样取平均值。 

 

三、实验过程 

1. 定性 

实验平台的搭建：使用 JavaScript 编写蒙特卡洛模拟程序，使用 HTML5 的

canvas 元素显示晶格与自旋。 

模拟对象是二维正方晶格中的无外场伊辛模型，自旋间的耦合常数𝐽取为 1 ；

哈密顿量为: 

𝐻 = −𝐽 ∑ 𝜎𝑖𝜎𝑗

<𝑖𝑗> 

 



正方晶格的大小选取为 16*16，用一个 16*16的二维数组表示，数组中每一

个元素的值为±1，并采用周期性边界条件𝜎𝑖+16,𝑗 = 𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑖,𝑗+16，；在 canvas 元

素中，晶格用一个 256*256 的矩形表示，上自旋表示为 16*16的白色方格，下自

旋表示为同样大小的黑色方格。 

程序初始化时，随机生成一个晶格的状态，作为蒙特卡洛模拟的初始态，显示在

canvas元素中。以162个蒙特卡洛循环为一组，每执行一组循环刷新一次 canvas

元素上的图样，并记录当前状态的总磁矩𝑀 = Σ𝜎𝑖𝑗。 

温度为一可调节参量，在 HTML5网页中，可通过一滑动条改变温度。 

实验过程中，选定一个的温度， 观察并记录晶格图样与序参量随蒙特卡洛

步数的变化；改变温度，重复上述过程，观察不同温度下平衡态的图样和序参量，

判断相变温度所处的大致区间。 

2. 定量 

铁磁相变作为二级相变，在相变点处系统的热容量发散，因此，可通过热容

与温度的关系找出。 

将定性实验中确定的临界温度范围作为定量实验的温度范围。与定性实验不

同，定量计算下，需要在蒙特卡洛过程中多次采样以保证平均值接近于系综平均

（或时间平均）。 

在温度𝑇下： 

1) 随机生成一个晶格 

2) 热化，即进行足够多的蒙特卡洛步骤，使得体系进入平衡态分布，热化的步

骤数目𝑁𝑡ℎ𝑒𝑟 = 28 = 256步； 

3) 在平衡态下进行蒙特卡洛模拟，步数𝑁𝑒𝑞 = 26 = 64，步数足够多以保证前后

两个态无统计关联；记录当前状态下的系统总能量𝐸𝑖和总能量的平方𝐸𝑖
2； 

4) 重复步骤 3），重复次数𝑁𝑀𝐶𝑠𝑡𝑒𝑝 = 28 = 256，重复次数足够多以保证各态历

经，使得平均值为系综平均；根据热容的统计力学计算公式，热容正比于能

量的涨落(方差)： 

𝐶𝑣 =
(𝐸−< 𝐸 >)2

𝑇2
=

< 𝐸2 > −< 𝐸 >2

𝑇2
 



期中，系综平均< ⋯ > =
∑…  

𝑁𝑀𝐶𝑠𝑡𝑒𝑝
; 

5) 改变温度𝑇 → 𝑇 + 𝑑𝑇，重复上述步骤，绘制温度-热容散点图，通过峰值找出

临界温度。 

由于定量实验计算量较大，改由 Python 编写程序。 

 

四、实验结果与分析 

1. 定性实验结果 

在搭建的网页模拟实验平台上，分别在温度𝑇 = 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0时进行蒙

特卡洛模拟，观察并记录 16、32、48、64步后的晶格图样 

 16步 32步 48步 64步 

𝑇

= 1.0 

𝑀 = −128 𝑀 = −254 𝑀 = −256 𝑀 = −256 

黑块包围白块

 

零星的白块 

 

全黑 

 

全黑 

 

𝑇

= 1.5 

𝑀 = −192 𝑀 = −250 𝑀 = −252 𝑀 = −248 

多数黑块间杂

少数白块 

 

零星的白块 

 

 

零星的白块 

 

 

零星的白块 

 

 

𝑇

= 2.0 

𝑀 = −168 𝑀 = −226 𝑀 = −238 𝑀 = −240 

多数黑块间杂

少数白块 

散布少数白块 

 

散布少数白块 

 

散布少数白块 

 



    

𝑇

= 2.5 

𝑀 = 56 𝑀 = 82 𝑀 − 22 𝑀 = −128 

黑白混同，白块

略多 

 

多数白块间杂

少数黑块 

 

黑白混同，随机

分布 

 

黑白混同，黑块

略多 

 

𝑇

= 3.0 

𝑀 = −38 𝑀 = −4 𝑀 = −6 𝑀 = 30 

黑白混同，随机

分布 

 

黑白混同，随机

分布 

 

黑白混同，随机

分布 

 

黑白混同，随机

分布 

 

表（一）不同温度下的晶格图样 

分析： 

𝑇 = 1.0时，在向平衡态过渡的过程中，黑块（下自旋）与白块（上自旋）倾

向于形成集团出现，一种颜色逐渐增多，另一种颜色逐渐减少，足够多的步数后，

全部晶格变为一种颜色；重复几次实验，最终状态为全黑和全白的情况都会出现。

可见𝑇 = 1.0是典型的铁磁态，全部自旋倾向于取同一个方向。 

𝑇 = 1.5时，在向平衡态过渡的过程中，黑块与白块间杂出现，而非形成集团

出现；达到平衡后，晶格几乎取同一种颜色，随着蒙特卡洛模拟的进行会偶然出

现一到两个零星分布的另一种颜色的色块，但随即就会消失。可见𝑇 = 1.5仍属于

铁磁态，但因温度升高，热涨落有所加剧。 

𝑇 = 2.0时，基本情况与上一个温度一样，但达到平衡的步数更长，且达到平



衡后，零星分布的异色色块数目更多，这一点也可从上表的总磁矩变化中看出。

𝑇 = 2.0仍属于铁磁态，热涨落进一步加剧。 

𝑇 = 2.5时，黑白两种色块间杂出现，随着蒙特卡洛模拟的进行，不会出现一

种色块始终占多数的情况，𝑀 > 0和𝑀 < 0的情况交替出现，但每一种情况会持

续较长时间。这说明，此时系统已经进入顺磁态。 

𝑇 = 3.0时，黑白色块几乎随机分布，𝑀 > 0和𝑀 < 0的情况交替出现，仍何

一种情况都会不持续多久，且𝑀的绝对值始终保持在一个较小的数目内（小于 60）。

这说明系统处在无序状态，是典型的顺磁态。 

 

由上述分析可知，系统在𝑇 = 2.0至𝑇 = 2.5之间发生了相变，相变点极有可

能在𝑇 = 2.5附近。 

2. 定量实验结果 

为较好得体现热容和能量的变化趋势，适当放宽温度区间，在𝑇 = 1.5至𝑇 =

3.0的范围内进行蒙特卡洛模拟，得到能量及热容与温度的关系如下： 

 

图（一）能量及热容与温度的关系 

分析： 

由图（一）可见，在温度𝑇 = 2.34处，热容量出现一个峰值，能量则在同一

位置出现拐点，这是二级相变的特征；以±𝑑𝑇作为误差，正方晶格伊辛模型的临

界温度𝑇𝑐 = 2.34 ± 0.02，将之前省去的常数代入，得𝑇𝑐 = 2.34 ± 0.02
𝐽

𝑘𝐵
（𝐽为自

旋之间的耦合常数，𝑘𝐵为玻尔兹曼常数）。 

与昂萨格的严格解𝑇c = 2.269
𝐽

𝑘𝐵
比较，相对误差𝜔 =

2.34−2.269

2.269
= 3% 

可能的误差来源： 

1）当温度趋于临界温度时，热容量出现了较为显著的不规则分布，这是因为，



体系趋于临界点时，关联时间区域无穷大，多次测量很难保证统计无关，因

而计算出的平均值无法准确反映系综平均，影响实验结论，这在蒙特卡洛模

拟中被成为临界慢化现象；可能通过在临界点附近加大取样间隔，增多取样

数目能够部分解决这一问题，但因算力所限没有实施； 

2）昂萨格的精确解是对无穷大的体系计算的出的，蒙特卡洛模拟只能对有点大

体系进行（本实验中，体系大小为 16×16），故会产生系统误差；设想通过逐

渐增大体系规模，找出临界温度与体系规模𝑁的关系，再利用外推法找出𝑁 →

+∞时，临界温度的极限，或可使结果更精确，但因算力问题同样没能实施。 

3） 

五、实验结论： 

本实验通过对 16× 16的二维正方晶格伊辛模型进行蒙特卡洛模拟，分别通

过定性和定量实验研究了该体系的二级相变；得出临界温度𝑇𝑐 = 2.34 ± 0.02
𝐽

𝑘𝐵
，

与精确解的相对误差为3%。 
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