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热传导方程

对各向异性的导热介质，热流 G = −κ∇T ，因此热传导方程写作

ρ · cp
∂T
∂t = ∇ · (κ∇T)

然而，对于各向异性的导热介质，热流与温梯度方向不平行，热流
需要写为 Ga = −κab∇bT ，其中 κab 是一个对称二阶张量（在 D
维即 D × D 矩阵），因此热传导方程需要写作

ρ · cp
∂T
∂t = ∇a · (κab∇bT)

由谱定理，对称二阶实张量可以由正交变换对角化，不同特征值通
常不相等。

谱定理
当一个矩阵 A 是厄密矩阵（对于实矩阵，即对称矩阵），则这个矩阵可
由酉变换（对于实矩阵，即正交变换）对角化，且所有特征值均为实数，
特征向量正交。
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二维各向异性导热介质

此处我们考虑二维导热介质，令热导率为[
1− l l

l 1− l

]
其中 l ∈ [0, 1].

容易得到两个特征值分别为 1 和 1− 2l。
当 l < 0.5 时，κ 的两个本征值都为正；当 l > 0.5 时，κ 的一个本
征值为正，另一个本征值为负，会违反热力学第二定律。在数值模
拟中，l > 0.5 时的热传导演化会出现非常有趣的行为。

热传导方程一般无法解析求解，因此我们采用数值解的方法。
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什么是 Mathematica？

Idea
收集造好的轮子，减少后人造轮子的痛苦。

Mathematica 看起来长啥样？

Mathematica 可以干什么？
一句话，啥都能干。
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Mathematica 为何独特？
脚本语言，调试方便

符号化计算
符号微积分，符号解偏微分方程，符号化简，...

巨量内置函数
数值解偏微分方程，画图，字符处理，图像处理，机器学习，教你
画中国地图，...
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Mathematica 的数值求解工具
内置函数：NDSolve
给定偏微分方程、求解区域和边界条件，即可进行数值解。

求解原理：有限元方法
思想：将偏微分方程离散化
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正方形区域

可选边界条件：
1 初始温度为零，热量从左侧流入，其余三条边的温度恒为零
2 初始温度为零，热量从所有边界同时流入
热导率张量为 [

1− l l
l 1− l

]
取不同的 l，观察求解结果变化。
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正方形区域求解结果

当 l = 0 时，热传导过程各向同
性。

当 0 < l < 0.5 时，热传导过程
出现各向异性，而两个主轴对
应于热传导矩阵的两个特征向
量。

当 l > 0.5 时，偏微分方程变得
不稳定，数值误差很大。
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圆环状区域

可选边界条件：
1 初始温度为零，热量从内侧流入，外侧的温度恒为零
2 初始温度为零，热量从外侧流入，内侧的温度恒为零
热导率张量为 [

1− l l
l 1− l

]
取不同的 l，观察求解结果变化。

麻一州 Mathematica 模拟热传导问题 June 2024 13 / 15



圆环区域求解结果

当 l = 0 时，热传导过程各向同
性。

当 0 < l < 0.5 时，热传导过程
出现各向异性，而两个主轴对
应于热传导矩阵的两个特征向
量。

当 l > 0.5 时，偏微分方程变得
不稳定，数值误差很大。
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