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基于 HTML的驻波振动问题的物理仿真实验网页设计 

陈寅聪 

摘  要：由于疫情的影响，学校网上授课的举措迫使实验课程设计学生在家也能完成的仿真实验内容。本

文利用 HTML语言设计了对一维及二维情况下波的传播问题进行教学的物理仿真实验网页，内容涵盖一维驻

波、一维行波与克拉尼图形，还给出了网页的设计思路以及仿真实验与现实中的真实实验结果的对比，说

明其差异主要来自于真实实验中的复杂的边界条件以及介质的不均匀性。 
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  2020 年 1 月 29 日，教育部有关负责人在接受采访时表示，防控新型冠状病毒肺炎是当

前头等重要的大事，各级教育部门正按教育部和当地党委政府统一部署要求，全力防控，坚

决防止疫情在学校蔓延，延期开学是其中的一项重要举措。相应地，各学校均采取了网上授

课的应对措施，以保证“停课不停教、不停学”。在此特殊时期，实验课程等包含大量学生

动手实践内容的课程就面临着无法接触并操作实验仪器的困难，对课程内容的教学造成了极

大的困难。因此，实验授课也逐渐改变思路，将重心放在利用电脑设计仿真实验上。仿真实

验可以使学生足不出户，无视地域上的限制进行实验，并理解实验原理、掌握实验操作的规

范，达到在线授课的效果。 
 利用电脑设计仿真实验有多种途径，例如利用现有软件进行简单地测量与分析[1]、新

开发一个模拟实验的软件[2]等。本文采用的方法为利用 HTML 语言设计用于实验仿真的网

页，其好处在于基于 HTML 语言的网页设计有着较为成熟的页面设计与程序运行基础，开发

门槛低，且与仿真实验对动画表现与内在计算的需求相契合，还可以进行个性化设计。 
 本文主要研究的问题是在各个条件下的波的传播问题。一般的力学教科书中，只给出一

维振动中的驻波的概念以及形成驻波的条件，并没有更多的深入，学生对于更加普遍的与波

的传播相关的问题也就没有更多的了解。基于这一点，本文主要展现了一维情况下的波的传

播问题并对二维情况下的驻波，即克拉尼图形进行一定的介绍与演示，通过仿真实验的形式

使得学生对于波的传播问题的理解更加透彻，以及对高维情况下的波的行为有一定的了解。 
 

一、设计思路及实验原理 

1.1 仿真实验设计 

仿真实验设计的原则是教育性、互动性与仿真性。学生可以通过仿真实验了解到实验背

后的物理原理，是对理论课程中的内容的补充；于此同时，学生也要能够亲手进行一些操作，

以了解不同实验操作对实验结果的影响并学习实验过程中的操作规范；同时还要注意到仿真

实验的模拟与现实生活中的实验现象的不同，需要向学生指出其中的差异以及来源。 

基于以上的设计理念，本文设计的仿真实验网页可划分为实验原理、仿真演示及实验展

示三个部分。在实验原理部分，网页提供了一维驻波问题、一维行波问题及二维驻波问题的

概念讲解与理论推导过程，帮助学生了解实验中的基本原理；在仿真演示部分，网页提供了

对一维驻波、一维行波及二维方形薄板上的驻波的数值模拟结果，学生可以通过调节各个参

数观察在不同的边界条件、介质长度及时刻下波的形状，从而更加深刻地理解波的传播过程

以及驻波的形成原理与条件；在实验展示部分，考虑到大部分学生在之前的学习过程中已经

接触过一维驻波的实验，为避免内容重复，网页提供了在现实生活中二维方形薄板上的驻波

实验的视频，学生可以通过它们了解二维方形薄板上的驻波的形成过程，并与之前仿真实验

中的内容进行比较，探讨两者之间的异同，并思考其差异出现的原因，可以有效地提高学生
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的独立思考能力与实验探索能力。 

1.2 实验原理 

    本实验中主要涉及到的物理原理为波在一维介质及二维介质中的传播原理。 

1.2.1 一维驻波的解与形成条件 

驻波是指频率相同、传输方向相反的两种波，沿传输线形成的一种分布状态。其中的一

个波一般是另一个波的反射波。在两者振幅相加的点出现波腹，在两者振幅相减的点形成波

节。在波形上，波节和波腹的位置始终是不变的，给人“驻立不动”的印象，但它的瞬时值

是随时间而改变的。如果这两种波的幅值相等，则波节的幅值为零。 

2个周期为𝑇𝑇，波长为𝜆𝜆，振幅为𝐴𝐴的简谐波沿着𝑥𝑥轴向相反方向传播。沿𝑥𝑥轴正方向传播

的波称为右行波，波动方程为： 

𝑦𝑦1 = 𝐴𝐴cos2𝜋𝜋(
𝑡𝑡
𝑇𝑇 −

𝑥𝑥
𝜆𝜆) 

沿𝑥𝑥轴负方向传播的波称为左行波，波动方程为： 

𝑦𝑦2 = 𝐴𝐴cos2𝜋𝜋(
𝑡𝑡
𝑇𝑇 +

𝑥𝑥
𝜆𝜆) 

合成后的驻波方程为： 

𝑦𝑦 = 𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2 = 2𝐴𝐴cos2𝜋𝜋 �
𝑡𝑡
𝑇𝑇� cos2𝜋𝜋 �

𝑥𝑥
𝜆𝜆� 

可见， 合成后的波上的任何一点都在做同一周期的简谐振动。 

当𝑥𝑥轴坐标是半波长的整数倍，即𝑥𝑥 = 𝑛𝑛𝜆𝜆/2，𝑛𝑛 = 1,2, …时，cos2𝜋𝜋(𝑥𝑥/𝜆𝜆) = 0，即该点的

和振幅始终为0，称为波节。 

驻波是波在一端固定的介质中传播的稳定解，但要求介质的长度为半波长的整数倍，若

不满足该要求则无法达到稳定的情况，也无法生成位置固定的振幅为0的波节位置，在这一

情况下，要想知道波的传播情况，就需要求出行波解。 

1.2.2 一维波的行波解与振动模式 

当介质长度不为半波长的整数倍时，一端的强迫振动不仅会激发其本身频率对应的振动

模式，还会激发载体的所有振动模式。利用分离变量法可以解下列方程： 

⎩
⎨

⎧𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑎𝑎2𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0
𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 0
𝑢𝑢(𝑙𝑙, 𝑡𝑡) = 𝐴𝐴0sin𝜔𝜔𝑡𝑡
𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑢𝑡𝑡(𝑥𝑥, 0) = 0

 

其中第一个方程为波的传播问题的泛定方程，式中𝑢𝑢表示相对平衡位置的位移，下标表

示对位置𝑥𝑥或时间𝑡𝑡的导数，𝑎𝑎表示在该介质中的波速；第二个及第三个方程为边界条件，表

示在𝑥𝑥 = 0的位置为固定端，在𝑥𝑥 = 𝑙𝑙的位置有一持续发出固定频率与振幅的正弦波的振动源；

第四个方程为初始条件，表示当𝑡𝑡 = 0时，介质上各点都处于平衡位置且处于静止状态。 

为了将边界条件齐次化，可假设𝑢𝑢 = 𝑣𝑣 +𝑤𝑤，其中𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)与𝑤𝑤(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)满足： 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑣𝑣𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑎𝑎2𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0
𝑣𝑣(0, 𝑡𝑡) = 0
𝑣𝑣(𝑙𝑙, 𝑡𝑡) = 𝐴𝐴0sin𝜔𝜔𝑡𝑡
𝑣𝑣(𝑥𝑥, 0) = 未定, 𝑣𝑣𝑡𝑡(𝑥𝑥, 0) = 未定

 

⎩
⎨

⎧𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑎𝑎2𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0
𝑤𝑤(0, 𝑡𝑡) = 0
𝑤𝑤(𝑙𝑙, 𝑡𝑡) = 0
𝑤𝑤(𝑥𝑥, 0) = −𝑣𝑣(𝑥𝑥, 0), 𝑤𝑤𝑡𝑡(𝑥𝑥, 0) = −𝑣𝑣𝑡𝑡(𝑥𝑥, 0)
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其解的形式为： 

𝑤𝑤(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −
2𝜔𝜔𝐴𝐴0
𝑎𝑎𝑙𝑙 �

(−1)𝑘𝑘

�𝜔𝜔𝑎𝑎�
2
− �𝑘𝑘𝜋𝜋𝑙𝑙 �

2 sin
𝑘𝑘𝜋𝜋𝑥𝑥
𝑙𝑙 sin

𝑘𝑘𝜋𝜋𝑎𝑎𝑡𝑡
𝑙𝑙

∞

𝑘𝑘=1

 

= −2𝐴𝐴0
𝜔𝜔𝑙𝑙
𝑎𝑎 �

(−1)𝑘𝑘

�𝜔𝜔𝑙𝑙𝑎𝑎 �
2
− (𝑘𝑘𝜋𝜋)2

sin
𝑘𝑘𝜋𝜋𝑥𝑥
𝑙𝑙 sin

𝑘𝑘𝜋𝜋𝑎𝑎𝑡𝑡
𝑙𝑙

∞

𝑘𝑘=1

 

𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝐴𝐴0
sin𝜔𝜔𝑥𝑥𝑎𝑎
sin𝜔𝜔𝑙𝑙𝑎𝑎

sin𝜔𝜔𝑡𝑡 

第一项𝑤𝑤(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)表明受激发的载体的振动模式，其与强迫振动的频率越接近，受激发的幅

度越大；第二项𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)表明振动源本身频率对应的振动模式，当存在衰减时，经过长时间

𝑤𝑤(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)会趋近于0，总体上看将只保留强迫振动频率这一项。 

1.2.3 二维驻波与克拉尼图形 

克拉尼图形，又称“克拉德尼声音图案”，十八世纪，德国物理学家恩斯特·克拉德尼

(Ernst Florens Friedrich Chladni)做过一个实验，他在一个小提琴上安放一块较宽的金

属薄板，在上面均匀地撒上沙子。然后开始用琴弓拉小提琴，结果这些细沙自动排列成不同

的美丽图案，并随着琴弦拉出的曲调不同和频率的不断增加，图案也不断变幻和越趋复杂。 

克拉尼图形形成的原理为在振动源不变的前提下，声波在介质（通常为薄板，可以视为

二维）中形成驻波，导致在特定的位置出现波节。当沙粒处在非波节位置时，会因为薄板的

振动而跳动，从而向其他位置随机运动；当沙粒处在波节位置时，由于振幅不随时间变化且

始终为 0，沙粒便不再向其他位置运动。因此，经过一段时间以后，沙粒会集中在波节的位

置，从而形成克拉尼图形。 

对于一块边长为2𝑙𝑙的正方形薄板，为了简单考察二维驻波的性质，假设薄板边缘与中心

固定[3]。 设薄板在𝑡𝑡时刻在(𝑥𝑥,𝑦𝑦)位置偏离平衡位置的位移为ℎ(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)，将时间变量与空间

变量分离，不难得到： 

ℎ(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = 𝑠𝑠(𝑥𝑥,𝑦𝑦)sin(2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑡𝑡) 
边界条件可以表示为： 

�
𝑠𝑠(0, 0) = 0
𝑠𝑠(±𝑙𝑙, 𝑦𝑦) = 0
𝑠𝑠(𝑥𝑥, ±𝑙𝑙) = 0

 

由驻波的空间周期性，对𝑠𝑠(𝑥𝑥,𝑦𝑦)作 Fourier级数展开，并由边界条件可知最大波长为2𝑙𝑙，
即有： 

𝑠𝑠(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = � �𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑚𝑚𝑥𝑥+𝑚𝑚𝑛𝑛)

𝑙𝑙

+∞

𝑚𝑚=0

+∞

𝑚𝑚=0

 

又因为𝑠𝑠(0,0) = 0，由此得到展开式中余弦项前系数均为 0，即有： 

𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = � �𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚sin
𝑚𝑚𝜋𝜋𝑥𝑥
𝑙𝑙 sin

𝑛𝑛𝜋𝜋𝑦𝑦
𝑙𝑙

+∞

𝑚𝑚=0

+∞

𝑚𝑚=0

 

结合波动方程： 

1
𝑐𝑐2

𝜕𝜕2ℎ
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = ∇2ℎ 

可以得到： 
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� �𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚 �(𝑚𝑚2 + 𝑛𝑛2)𝜋𝜋2 −
4𝜋𝜋2𝑙𝑙2

𝑐𝑐2 �
+∞

𝑚𝑚=0

+∞

𝑚𝑚=0

= 0 

设𝑘𝑘 = 2𝜋𝜋𝑙𝑙/𝜋𝜋𝑐𝑐，则对于任意𝑚𝑚和𝑛𝑛，有： 

𝑚𝑚2 + 𝑛𝑛2 = 𝑘𝑘2  𝑜𝑜𝑜𝑜  𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚 = 0 
因此产生驻波的条件为𝑘𝑘 = 2𝜋𝜋𝑙𝑙/𝜋𝜋𝑐𝑐为整数，驻波节点的位置满足下面的方程： 

𝐴𝐴sin
𝑚𝑚𝜋𝜋𝑥𝑥
𝑙𝑙 sin

𝑛𝑛𝜋𝜋𝑦𝑦
𝑙𝑙 + 𝐵𝐵sin

𝑛𝑛𝜋𝜋𝑥𝑥
𝑙𝑙 sin

𝑚𝑚𝜋𝜋𝑦𝑦
𝑙𝑙 = 0 

对于圆形薄板，与方形薄板类似，同样假设振动源位于薄板中心，且薄板边缘固定。利

用分离变量法可以将薄板上的振动分解为𝑜𝑜方向上的振动模式与𝜃𝜃方向上的振动模式的叠加。

径向波节出现的位置同样与圆形薄板的半径和振动源发出的波的波长相关，但不是简单的线

性关系。[4] 

二、设计内容 

2.1 整体设计 

在网页制作的过程中，选择 HTML语言进行编写网页的基本结构及文字说明部分，在适

当的位置调用 Mathjax脚本以显示数学公式的排版，调用 Highcharts 脚本进行实时的图像

输出；在网页内部的程序运行部分，自行编写 JavaScript 脚本用于模拟仿真实验。 

为了网页页面的简洁性与可读性，

网页被分为实验原理、仿真演示、实验

展示与参考文献四个部分，各个部分有

其对应的选项卡，并以不同的背景色加

以区分。网页上同时只会显示其中一个

部分的内容，学生可以点击标题下的选

项卡切换，自由选择学习的内容，选项卡

的设计如图一所示。 

由于各部分的内容较多，为方便学生快速浏览并在各部分之间切换，在每一部分的最后，

均有“返回顶部”的按钮，学生可以通过单击该按钮快速返回至标题及选项卡处，而不需要

再经过鼠标滑轮滚动或拖动网页右侧进度条的繁琐的方式。 

2.2 实验原理 

在实验原理部分，其主要的作用是向学生讲解波的传播问题中的物理原理及规律。除了

在本文 1.2 节中介绍的理论推导过程之外，在网页中还添加了一维驻波中两个方向相反的

行波叠加形成驻波的动图、利用 COMSOL 软件进行数值模拟得到的二维方形薄板上的克拉尼

图形及二维圆形薄板上的驻波波节位置，利用图像的方式加深学生对这一物理问题的理解与

认识，插入的图片如图二所示。 

图一 网页中的选项卡，选项卡中的背景色对应内容的背景色。 
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2.3 仿真演示 

在仿真演示部分，其主要的作用是向学生提供可以进行交互的仿真实验页面。这一部分

主要包含三个部分的内容：介质长度为半波长的整数倍下的驻波演示、介质长度不为半波长

的整数倍下的行波演示及方形薄板上的克拉尼图形演示。在各部分中，网页都给出了在之前

的实验原理部分推导得出的其物理过程对应的数学公式供学生查阅。仿真模拟的结果均由图

像的形式输出，学生还可以用鼠标观察图像中对应点的值，如图三所示。 

 

在介质长度为半波长的整数倍下的驻波演示中，学生可以调节介质长度𝑙𝑙与半波长的比

值𝑛𝑛（在该部分中这一参数为整数，调节范围为1到20）及时间𝑡𝑡与周期𝑇𝑇的比值（调节范围为

0到1的实数），由此可以观察在不同参数设置下波形的变化。 

在介质长度不为半波长的整数倍下的行波演示中，学生可以调节介质长度𝑙𝑙与半波长的

比值𝑛𝑛（在该部分中这一参数为实数，调节范围为1到20）及时间𝑡𝑡与周期𝑇𝑇的比值（调节范围

为0到50的实数），由此可以观察在不同参数设置下波形的变化。除此之外，网页中还设置了

两个开关，可以分别显示解的两个部分𝑤𝑤(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)与𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)，帮助学生更好地理解两个部分分别

对应的振动模式与相互作用，如图四所示。 

 

 

图二 在实验原理部分插入的图片。左图为一维驻波中两个方向相反的行波叠加形成驻波的图片，中图与右图为利用

COMSOL 软件分别在二维方形薄板及二维圆形薄板上数值模拟得到的波节位置（白色线条）。 

图三 学生可以通过将鼠标移动到曲线上观察曲线的横纵坐标的值。 

图四 学生可以通过开关控制解的不同振动模式对应的部分的显示。 
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在方形薄板上的克拉尼图形演示中，学生可以调节波节位置公式中的参数𝐴𝐴、𝐵𝐵、𝑚𝑚、𝑛𝑛
（参数𝐴𝐴、𝐵𝐵的调节范围为0到20的实数，参数𝑚𝑚、𝑛𝑛的调节范围为1到20的整数），由此可以

观察在不同参数设置下克拉尼图形的变化，如图五所示。 

 

2.4 实验展示 

在实验展示部分，网页提供了进行克拉尼图形实验的实验装置图与实验过程视频展示，

实验装置图如图六所示。实验装置由三部分组成，包括信号发生部分（电脑声音生成软件）、

振动部分（喇叭及收束部分）及图像部分（ABS 板及细沙）。实验过程中，通过调节电脑软件

中的参数，可以设置生成的声音的频率，并经过功放与喇叭形成强度较高的声波。声波经一

长直圆管集中后传播到 ABS板上，圆管与方形薄板的中心用热熔胶固定，薄板上方不规则地

撒有细沙。当开启声音后，薄板上的细沙随着薄板的振动开始跳动，并在波节的位置集中，

形成不同的图案。网页提供了三个视频，它们分别为在不同频率条件下的克拉尼图形，以供

学生与之前理论推导结果以及仿真实验结果进行比对。 

 

三、实验结果和分析 

在仿真演示部分，网页给出了一维驻波、一维行波以及二维方形薄板上的克拉尼图形的

模拟结果。一维驻波的解是稳定解，根据选择参数的不同，波形会在固定的位置出现振幅始

终为 0的波节，与理论分析的结果相同。一维行波的解不是稳定解，仿真实验给出了在一定

时间内波的传播的过程，当时间𝑡𝑡较小时，波形表现为一列正弦波入射；当波接触到反射节

点时，入射波与反射波开始叠加，但由于不满足驻波的形成条件，因此入射波与反射波的叠

加相对于标准的正弦波有一定的畸变，且没有位置不变的波节。二维方形薄板上的克拉尼图

形会随着学生设置的参数不同而发生变化，其结果与直接使用 COMSOL 软件进行数值模拟的

图五 网页中默认参数显示的方形薄板上的克拉尼图形。 

图六 卡拉尼图形的实验装置示意图。 
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结果非常接近。 

在实验展示部分，学生可以发现现实中的实验结果与理论推导的结果以及仿真实验结果

都有着很大的不同，其主要的不同来自于不同的边界条件以及实验器材的限制。在实验展示

部分，方形薄板四周的边界条件是开放的，而且实验中使用的薄板为 ABS板，密度及厚度在

薄板的不同位置可能有所不同，导致波在其中的传播过程与理论相比有一定的偏差。 

四、实验结论 

本文利用 HTML语言设计了对一维及二维情况下波的传播问题进行教学的物理仿真实验

网页，内容涵盖一维驻波、一维行波与克拉尼图形，还给出了网页的设计思路以及仿真实验

与现实中的真实实验结果的对比，说明其差异主要来自于真实实验中的复杂的边界条件以及

介质的不均匀性。 
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