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用 HTML5演示二维铁磁相变模型 

陈英炜，物理学系 

摘要：相变是热力学与统计物理课程中的一个重点，具有广泛的研究价值与教学意义。

本程序基于 HTML5 语言以及蒙特卡罗算法，对于二维铁磁相变的伊辛模型与海

森堡模型进行了演示，更加直观地展示了蒙特卡罗算法以及相关热力学统计量随

温度的变化，更便于理解二维铁磁相变的整体过程。 

 

一、引言： 

物理模型在物理学的发展过程中起到了至关重要的作用，它是对于物理问题的一种

抽象与高度概括。因而，在物理教学的过程中，通过物理模型可以使该物理问题更加直

观明了，从而更好地使学生理解这一物理现象及其本质。而 HTML5 语言就提供了这样

一个平台。HTML5 是构建以及呈现互联网内容的一种语言描述方式。登录一个网页页

面相比起下载并执行程序更为便捷。并且基于网页页面的按钮、对话框等设计，可以在

无需自主编写 GUI 的情况下，较易地与用户进行人机互动，从而能够更为方便地呈现出

物理模型。而在利用 HTML5 呈现物理模型方面也已经有了许多实践成果[1],[2]。 

相变是热力学与统计物理课程中的一个重点。作为铁磁相变模型的一个代表，伊辛

模型更是重中之重。伊辛模型通过近邻格点自旋之间的简单相互作用描述了体系在临界

温度处发生的铁磁相变，对于其有许多理论计算方法[3]。但是这些算法及结果无法将体

系铁磁相变的过程简洁、可视化地呈现出来。 

本程序就基于 HTML5 语言的强大的可视化及人机互动能力，利用蒙特卡罗算法，

对二维铁磁相变的伊辛模型与海森堡模型进行演示，同时揭示了相变过程中相关热力学

统计量随温度的变化情况。 

 

二、相关原理： 

(1) 伊辛模型 

 伊辛模型假设对于一个总个数为 N 的自旋点阵，只有近邻的自旋之间有相互作用，

系统的哈密顿量为： 

𝐻 =  −𝐽 ∑ 𝑠𝑖𝑠𝑗

<𝑖𝑗>

− 𝜇ℋ ∑ 𝑠𝑖

𝑁

𝑖=1

 (1) 

其中𝑠𝑖为格点 i 的自旋，取值为±1，分别对应自旋方向向上或者向下。符号<ij>代
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表格点 i 与 j 为近邻，∑  <𝑖𝑗> 代表对一切近邻对格点进行求和。J 为耦合常数，在本演示

程序之中取 J/𝑘𝐵 = 1，其中𝑘𝐵为玻尔兹曼常数。ℋ为外磁场，而在本演示程序中不考虑

外加磁场的存在。且本程序所呈现的伊辛模型为二维伊辛模型，即取𝑁 = 𝐿 ×  𝐿。 

伊辛模型的一个重要结果就是在热力学极限下所得到的热力学函数在临界点会呈

现奇异性。在外磁场为 0 的情况下，可以解得严格解，其临界温度为𝑇𝑐 = 2.269𝐽/𝑘𝐵。

在临界温度点，系统的热容对数发散，且平均磁矩为 0。而在系统相变过程中，其平均

磁矩随温度的变化如图 1 所示。 

(2) 海森堡模型 

海森堡模型相较于伊辛模型，进一步假定了自旋是具有任意方向性的。此时，系统

的哈密顿量变为： 

𝐻 =  −𝐽 ∑ 𝑠𝑖 ⋅ 𝑠𝑗

<𝑖𝑗>

− 𝜇ℋ⃗⃗⃗ ⋅ ∑ 𝑠𝑖

𝑁

𝑖=1

 (2) 

其中𝑠𝑖为二维平面内模长为 1 的任意方

向的矢量，表征着该格点处的自旋。在本演

示程序以及二维条件下，仍然取𝐽/𝑘𝐵 = 1，

ℋ = 0。海森堡模型与伊辛模型的热力学统

计量有着相似的行为，其平均磁矩随温度的

变化与图 1 相似。在外磁场为 0 的情况下，

可严格解得临界温度为𝑇𝑐 = 0.893𝐽/𝑘𝐵。 

(3) 蒙特卡罗方法 

在数值模拟伊辛模型及其他二维铁磁

相变模型的方法之中，蒙特卡罗方法是其中较为基础，也是颇有成效的一种方法。其核

心思想为用一个随机数来表征一个随机发生的过程。对于一个物理量 A 的期望值< 𝐴 >𝑝，

我们可以通过遍历相空间中的权重 p(x)及对应位置处的物理量 A(x)的值得到，即： 

< 𝐴 >𝑝=  
1

𝑍
∫𝑑𝑥 𝐴(𝑥)𝑝(𝑥) 

𝑐

 (3) 

其中𝑍 = ∫ 𝑑𝑥
𝑐

𝑝(𝑥)为配分函数，在二维铁磁相变模型中一般取权重满足玻尔兹曼分

布，即𝑝(𝑥) = exp (−𝐸(𝑥)/(𝑘𝐵𝑇))。同时本演示程序通过马尔科夫链的算法来遍历整个

相空间，具体步骤如图 2 所示，这也呈现在程序的页面展示之中。 

在本演示程序中，只对平均磁矩进行了统计，其理论变化如图 1所示。在统计过程

 

图 1 二维伊辛模型的正方点阵自发磁化随温

度的变化（a为严格解，b为平均场近似）
[4] 
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中，使用了抽样调查统计，其前提是样本之间统计独立。一般对于间隔 3 步蒙特卡罗步

的体系，可以认为之间是统计独立的。记 j 为一次抽样统计，从而可得平均磁矩为： 

< 𝑀(𝑇) > = < ∑ 𝑠𝑖

𝑖

/𝑁 >𝑇=
∑ (∑ 𝑠𝑖)𝑖 𝑗𝑗

∑ 𝑁𝑗
  (4) 

同时，本演示程序中采用了循环边界条件，即认为最左侧格点与最右侧格点是紧密

相连的，最上侧格点与最下侧格点也是紧密相连的。从

而使得计算结果更具一般性。 

三、部分程序主要功能设计简述： 

 程序页面展示可见图 3,4。由于篇幅有限，故此处

仅对一些主要功能的设计思路进行阐述： 

(1) 菜单栏的收缩与展开： 

通过按钮.onclick 方法，改变需要收缩菜单所属的

div 对应的 CSS 样式中 block 属性，即可实现菜单栏的收缩与展开。 

(2) 格点可视化翻转的实现： 

在程序中，每一个格点对应一个无序列表 ul 中的 li 元素。对于每一个 li 元素都赋予

了一个 index（或者 angle）属性，来表征自旋的方向。当需要翻转（或旋转）该格点的

自旋时，可以通过改变这一属性，从而改变格点所属的类（或其旋转的 CSS 样式）,从

 

图 2 二维伊辛模型中，蒙特卡罗

方法的具体步骤 

 

图 3 二维伊辛模型具体页面展示 
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而实现格点翻转（或自旋箭头旋转）的效果。 

(3) 演示界面的实时更新： 

利用定时器 setInterval(function, time)函数，即每隔时间 time 执行函数 function，从

而实现每隔 0.1 秒，运行一步蒙特卡罗步，再将结果显示在演示界面之中。从而实现演

示界面的实时更新以及无限循环运行。 

(4) 实时统计结果的演示： 

该部分由 Canvas构成，将对应搜集到的数据按照一定的比例即可转换成坐标，利用

Canvas绘图的相关函数，即可绘出函数图像。同时利用定时器 setInterval(function, time)

函数，即可进行实时的界面更新。 

 

四、 程序运行结果与分析： 

(1) 程序页面展示 

页面主要分为三个部分操作菜单栏，演示界面以及实时统计结果，如图 3,4 所示。 

其中操作菜单栏提供了一些基本操作，演示界面是对于模型结点的可视化，实时统

计结果是对体系平均磁化强度的实时统计结果的展现。 

操作菜单栏主要包含“模型选择”、“控制温度与初始化”、“从初态到平衡态”、“到

达平衡态进行统计”、“实验结果分析”五个板块。“模型选择”版块可供在二维伊辛模型

与二维海森堡模型之间进行切换。“控制温度与初始化”版块可设定温度并且对程序进

 

图 4 二维海森堡模型具体页面展示 
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行停止运算停止与初始化操作。“从初态到平衡态”版块分为具体步骤与直接进行两个

部分。具体步骤部分通过对演示界面上具体格点的改变，一步步地详细地介绍了蒙特卡

罗方法在此体系之中运用时的步骤，如图 2 所示。而直接进行部分可以直接进行无限次

的蒙特卡罗步，直到收到停止（初始化）信号。“到达平衡态进行统计”版块，统计了已

进行的蒙特卡罗步数，同时设计了一键进行 1000 步蒙特卡罗步的按钮，此外还具有对

体系的平均磁矩进行统计的功能。并且在统计时可以设置统计间隔。最后“实验结果分

析”版块大致给出了整个模型对应的一些理论结果与分析，如图 5，6 所示。 

 

对于二维伊辛模型，演示界面部分用蓝白方块分别表示该格点自旋向上或向下；而

对于二维海森堡模型，演示界面则通过箭头的朝向来表示该格点的自旋方向。 

实时统计结果所呈现的是当下及之前几个蒙特卡罗步时，体系的平均磁矩。该结果

并不具备统计意义。函数图形中一个圆点代表某一蒙特卡罗步时体系的平均磁矩，其中，

每 2 个点之间的蒙特卡罗步数间隔是根据菜单栏中设置的统计间隔给出的。 

(2) 模拟结果的分析 

从结果的准确性角度来看，该演示模

型只能展示二维铁磁相变体系随温度的

大体变化，临界点会产生一定的漂移。这

可能是由于以下的原因造成的： 

首先，是体系大小的影响。javascript

是一个基于浏览器内核，轻量级的编程语

言，较难运行非常复杂、计算量很大的程

序，为了保证演示程序的快速迭代与进

 
 

图 5 伊辛模型页面“实验结果分析”版块 图 6 海森堡模型页面“实验结果分析”版块 

 

图 7不同格点个数计算得到的体系平均磁矩随

温度变化 
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行，这对于体系的总格点个数产生了一定的约束。并且为了保证模型的可视化，在有限

的网页空间内，必须约束总格点的个数。而总格点个数较少则会导致临界温度的误差，

图 7 展示了不同格点个数下对平均磁矩随温度变化的测量结果[5]，可见，随体系格点个

数的增加，临界温度逐渐趋于理论值。 

其次，蒙特卡洛方法本身就具有临界慢化的缺点。临界慢化现象，指的是在临界温

度附近，弛豫时间会发散，即在有限次数的蒙特卡罗步之后，前后体系仍然具有统计关

联，从而抽样调查统计的结果无可信度。这是由于在临界点附近，蒙特卡罗方法会形成

大量的磁畴结构，即在一定范围内，格点自旋的取向均是相同的。若根据蒙特卡罗方法，

每一小步只翻转一个格点，而这些格点之中的任意一个自旋都较难翻转，从而导致磁畴

结构不被破坏。进而导致前后体系统计关联。 

(3) 程序可改进的方向： 

在现有程序基础上，可以进行如下改进：对不同晶格，如六角晶格进行模拟；对不

同模型进行模拟。比如考虑了施加外场，或者考虑了次近邻格点的作用等；由于蒙特卡

罗方法的局限性，可以对算法进行改进，如采取 Wolff 集团算法、Swendsen-Wang 方法

等；在本程序中，只对平均磁矩进行了统计，但也可以对更多的物理量进行统计，如总

能量，热容等，从而能够更加直观地展示体系随温度的整体变化。 

 

五、结论： 

本程序利用了 HTML5 语言以及蒙特卡罗算法，展示了蒙特卡罗算法的具体步骤，

并且对二维伊辛模型以及二维海森堡模型进行了可视化建模，并增加了人机互动部分，

从而可以较为清晰、直观地看到二维铁磁相变时相关的热力学统计量随温度的大体变化，

尤其是在临界点前后的急剧变化行为。虽然由于体系大小以及算法本身的局限性，存在

着临界点误差较大以及临界慢化的弊端，但本演示程序依旧呈现了二维铁磁相变模型的

主要性质。 
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