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二维正方晶格Hubbard模型

Hubbard模型
H = −t

∑
⟨i ,j ⟩

c†iσcjσ + U
∑

i

ni↑nj↓ (1)
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二维正方晶格Hubbard模型

Hubbard模型
H = −t

∑
⟨i ,j ⟩

c†iσcjσ + U
∑

i

ni↑nj↓ (2)

最为著名的强关联电子模型1

半填充⇒金属-海森堡模型转变（Mott转变）
掺杂⇒t-J模型：可能的高温超导机制，类似于铜基超导的赝能隙

高维无Bethe ansatz解，微扰论失效，需要蒙特卡洛模拟

量子系统，无离散场构型 ⇒ 解决方案：离散路径积分，引入N个虚
时间点，做Trotter分解，d维量子系统=d + 1维经典统计系统

Z = tr e−βH =
∑

{σ1,...,σN}

∏
n

⟨σn|e−∆τH |σn+1⟩

=
∑
σ

∏
n

e−∆τH[σn,σn+1] .
(3)

费米子算符无经典对应 ⇒ 设法把费米子自由度变成玻色自由度
1其推导和意义可见Altland或李正中等凝聚态物理教科书
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朴素的DQMC

离离离散散散Hubbard-Stratonovich变变变换换换2

用玻色场取代费米场

物理图像：用每个格点上的总自旋（或者别的费米算符二次型）取
代费米自由度

e−∆τU
∑

i (ni↑−1/2)(nj↓−1/2) ≃ const×
∑

s1,s2,...,sn=±1

eα
∑

i si (ni↑−ni↓), (4)

N∆τ = β, cosh(α) = e∆τU/2 . (5)

随后可以“积掉”电子自由度，只留下si ,τ

tr e−c†i Aijcj e−c†i Bijcj · · · = det
Ä
1 + e−A e−B · · ·

ä
. (6)

这个方法称为determinant quantum Monte Carlo (DQMC)
2这里的全部理论内容均可见F.F. Assaad and H.G. Evertz. World-line and

Determinantal Quantum Monte Carlo Methods for Spins, Phonons and Electrons. In
Part of the Lecture Notes in Physics book series (LNP,volume 739).
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朴素的的DQMC

定义

Bσ
s (τ) = eσα diagsτ e−∆τT, Bσ

s (τ2, τ1) =

n2∏
n=n1+1

Bσ
s (τ), (7)

其中σ =↑, ↓:= ±1，sτ = [si ,τ ]，s为一个{si ,τ}构型的简写，T为一
次量子化动能矩阵

可推导出配分函数（用于计算接受率，DQMC的命名由来）

Z =
∑
s

Z [s], Z [s] = det

Ñ
1 +

∏
σ=↑,↓

m∏
n=1

Bσ
s (τ)

é
, (8)

以及等时格林函数（用于计算物理量期望值）

Gσ
i j (τ) = ⟨ciσc†jσ⟩τ = (1 + Bσ

s (τ, 0)B
σ
s (β, τ))

−1
i ,j . (9)

计算Bσ(τ1, τ2)时由于有连乘，需要做数值稳定
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朴素的DQMC

吴晋渊 18307110155 (复旦大学物理学系) Hubbard模型的行列式蒙特卡洛模拟 2022 6 / 21



朴素DQMC

物理量期望值为
⟨O⟩ =

∑
s

p(s) ⟨O⟩s , (10)

p(s)通过蒙特卡洛采样，而 ⟨O⟩s遵从Wick定理

双占据：
⟨ni↑ni↓⟩s = (1− ⟨ci↑c†i↑⟩s)(1− ⟨ci↓c

†
i↓⟩s). (11)

磁化关联函数：

⟨szi szj ⟩s =
1

4
⟨(c†i↑ci↑ − c†i↓ci↓)((c

†
j↑cj↑ − c†j↓cj↓))⟩s

=
1

4
( ⟨c†i↑ci↑⟩s ⟨c

†
j↑cj↑⟩s + ⟨c

†
i↓ci↓⟩s ⟨c

†
j↓cj↓⟩s

+ ⟨c†i↑cj↑⟩s ⟨ci↑c
†
j↑⟩s + ⟨c

†
i↓cj↓⟩s ⟨ci↓c

†
j↓⟩s

− ⟨c†i↓ci↓⟩s ⟨c
†
j↑cj↑⟩s − ⟨c

†
j↓cj↓⟩s ⟨c

†
i↑ci↑⟩s).

(12)
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基于格林函数的DQMC

朴素DQMC性能开销大头：B(τ1, τ2)矩阵连乘

虚时间点τ，空间格点i处发生一次更新，则B矩阵只有如下变化：

Bσ
s′(τ) =

Ä
1 +∆i ,σ

ä
Bσ

s (τ), (13)

其中∆i ,σ对角，除了i号元素为e−2σαsi ,τ −1外其余为零
可以手动推导出

R =
∏

σ=↑,↓
det
Ä
1 +∆i ,σ(1− Gσ

s (τ))
ä

︸ ︷︷ ︸
Rσ

, (14)

Gσ
s′(τ) = Gσ

s (τ)−
1

Rσ
Gσ

s (τ)∆
i ,σ(1− Gσ

s (τ)). (15)

接受率的计算和格林函数的更新其实无需B矩阵！

可以将格林函数作为system configuration的一部分，初始化时从s计
算一次，之后似乎不必再计算任何B矩阵连乘
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基于格林函数的DQMC

算法纲要：

系统构型：s，目前所处的虚时间点τ，τ处的格林函数Gσ

初始化：初始si ,τ构型，计算各虚时间点的格林函数
给定τ，翻转si ,τ：接受率为(14)，如果成功，将si ,τ变更正负号，并
且用(15)计算新的Gσ(τ)，Gσ ← Gσ

s′(τ)
已经完成τ点处全部格点的翻转，使用

Gσ(τ +∆τ) = Bσ(τ +∆τ)Gσ(τ)Bσ(τ +∆τ)−1 (16)

从τ点转移到τ ±∆τ点，Gσ ← Gσ(τ ±∆τ)，τ ← τ ±∆τ，然后去
翻转新的τ处的si ,τ
一个sweep：
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格林函数DQMC

进一步的改进：

通过矩阵乘法更新格林函数会导致矩阵计算误差指数放大

隔一定步数仍然需要重新计算格林函数（称为wrap）

在时间点τ上的更新不会影响别的虚时间点上的Bσ(τ ′)

将不同虚时间点的Bσ(τ)保存起来，避免在wrap的时候重复计算

用Gσ(τ)算Gσ(τ ±∆τ)时需要左乘、右乘Bσ和(Bσ)−1

求逆操作耗时长，直接使用

Bσ(τ)−1 = e∆τT e−σα diagsτ (17)

e±∆τT计算用时长，T计算过程中不变，应该预先算好
左乘、右乘e±σα diagsτ应使用为对角矩阵优化的矩阵乘法

吴晋渊 18307110155 (复旦大学物理学系) Hubbard模型的行列式蒙特卡洛模拟 2022 10 / 21



实现细节

目标：

模块化、封装：避免全局变量传参数

被修改的变量、被调用的函数是非常透明的
便于调试
便于展示中间结果：辅助场构型等

代码复用

可以将DQMC代码整合进更大的程序中，如研究Hubbard模型电子
和Ising自旋耦合
便于改动晶格类型
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实现细节

将一个DQMC任务中用到的东西打包在一
个结构体中，内容包括：

模型参数：t, U, β，lattice

问题规模：虚时间点总数N（记
作n imtimes），经过几个虚时间点
做wrap（n wrap）

预先算好的物理量：∆τ , α, T, e∆τT

（记作expT），e−∆τT（记作expmT）

系统构型，包括s（辅助场构型），以
及B矩阵

格林函数Gσ(τ)不在其中

如果要有，那么目前的虚时间点也
必须放在结构体HubbardDQMC中，
而mutable struct性能不佳
可以给sweep函数传回调函数来访
问Gσ
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实现细节

格点信息单独定义，让DQMC代码尽可
能generic

从1开始给每个格点编号

site list[i, :]：给出i号格点的坐
标

inverse list[x, y]：给出(x , y)位置
处的格点的编号

neighbor list[i, :]：给出能够称
为i号格点的近邻格点的全部格点

neighbor list[ineighbor list ind

ices[1]]给出i号格点的最近邻格点，
将1换成2给出次近邻格点，等等
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实现细节

格点初始化示例，类似地可以定义三角格子，六角格子等：
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实现细节

计算的中间步骤完全透明，通过HubbardDQMC结构体和其它变量传递数
据
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效果

运行界面 输出结果

计算结果和许霄琰老师的示例代码一致。

吴晋渊 18307110155 (复旦大学物理学系) Hubbard模型的行列式蒙特卡洛模拟 2022 16 / 21



效果

模型参数：t = 1,
U = 2, β = 4，
在6× 6正方晶格上

固定τ = 30∆τ不动，观
察马尔可夫更新

橙色和蓝色表示向上和
向下自旋
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效果

模型参数：t = 1,
U = 2, β = 4，
在6× 6正方晶格上

不做马尔可夫更新，检
查不同τ处的siτ

橙色和蓝色表示向上和
向下自旋
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效果

模型参数：t = 1,
U = 2, β = 4，
在6× 6正方晶格上

右图为平摊到每个电子
上的动能大小

0 50 100 150 200 250

−1.8

−1.6

−1.4

−1.2

sweep

〈E
k
in
〉
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效果

参数：t = 1.0, β = 4.0,
∆τ = 0.05，4× 4正方晶格

运行结果（红色）和许霄琰老
师的示例代码的结果（蓝色）
一致

随着U增大能量增大，同时涨
落也增大

随着U增大双占据下降

0 2 4 6 8

−1.4

−1.2

−1

−0.8

U

〈E
k
in
〉

0 2 4 6 8

5 · 10−2

0.1

0.15

0.2

0.25

U

〈n
i↑
n
i↓
〉
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效果

增大格点数目还可以绘制费米面，但是需要的计算量较大。
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