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摘要：得到了圆孔菲涅耳衍射光强分布的表达式，此式由贝塞尔函数的数列(或Lommel函数)给出，因此很容易利用普及

的数学软件算出结果．并且利用CCD照相机量度了衍射光强分布，与运算的结果作了比较，也与Burch在1985报导的结果作

了比较．
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由于CCD照相机的普及，圆孔的菲涅耳(或其

他)衍射图像可以很容易利用普通的低功率激光来

观测，但是除了沿对称轴方向外，光强是不容易用解

析方法得到的．Burch⋯约在20多年前花了不少气

力去计算衍射的光强分布，运算结果和他所测得的

衍射光强分布相吻合．他的目的可能是把菲涅耳衍

射引入大学物理实验，然而他的运算必须运用几个

变换和近似，一般不易达到．

本文中，我们首先提出较简单的分析解．我们证

明了圆孔的菲涅耳衍射的基尔霍夫积分可以用贝塞

尔函数的数列来表示，而这数列的实部和虚部都是

含有两个变量的Lommel函数旧1，这个简单的分析

解使衍射的光强分布很容易利用通用的数学软件算

出结果．据我们所知，这个分析解是首次得到的．但

应指出，我们的方法和结果与聚焦的三维光强分布

有些相似¨。．我们也发现Walker做了很相似的工

作H1，但他的大意令其结果在沿对称方向是错误

的．

在实验方面，我们利用CCD照相机来录取衍射

图像的光强．比较文献[1]用的光电倍增管，我们用

CCD相机有以下两个优点：1)CCD照相机较普及；

2)光电倍增管被强光照射容易损坏，而CCD照相机

则不易损坏，因而更适合用于大学物理的实验教学．

1计算菲涅耳一基尔霍夫积分

考虑单色、频率为OJ的平面波，垂直照射一半

径为。的圆孔，则根据菲涅耳一基尔霍夫标量理

论⋯，省去exp(一itat)的因子，在正前方小角度内的

波动场是

m)=盯旦兰学“ (1)

这里的积分包括整个圆孔的面，k=to／c是波数，R=

r叩7，r和P’分别是从圆孔中心算起的观测点和源点

的距离(见图1)．

图l 计算菲涅耳一基尔霍夫积分的坐标

0是圆孔中心，P是观测点

我们假定r》口，因此分母的R便等于r，并可以

提出积分号外，而相位中的R展开至a／r的二次方，

便得到

kR=k[r+(P以-2pp 7C08 rp 7)／2r] (2)

注意源点用极坐标变量P’，tp’表示，而观测点的笛卡

儿坐标位置是(P，0，=)(见图1)，因此

R=r~／1+(P胆-2pp’C08妒’)／r2

在普通的菲涅耳衍射中，r<ka2，而P比口小或同一

数量级，这近似其实是要求

ka2／r《(r／a)2或(z／a)3》．|}8 (3)

p《r常常有效，而z=~／r2-p2．例如口一o．5 mm，对氦
氖激光，托一5x103．则z>50a一2．5 cm．若z≥ka2，

即使P比。大，近似仍然有效．由式(2)得
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脚掣fp叫等)中’f e一血爿却7
(4)

角积分得出零阶贝塞尔函数Jo(f)，经转换积分变

量便得

，(r)：舞exp(ikr)f：洲f)exp(iaf：)晦(5)
厅P

o 0

其中Ot=r／2如2，卢=kap／r．因为

∥lJ如)=乏旧“k心)] (6)

利用分部积分得出

，㈦2警exp[ik(甜／2r)]善(矿(a／p)、(k哟o／z)
(7)

这里我们利用了式(3)，并把贝塞尔函数变量中的r

设定为z．注意到式(7)中奇数m项是虚数，而偶数

m项是实数，我们可以利用Lommel函数

c，。(u，口)=y(一1)”(u／v)”2“J棚。(移)(8)

把衍射光强分布[式(7)的绝对值平方]写成

，(u，秽)=等[v2,(u，移)+以(u，t，)] (9)

其中

Ⅱika2／z，口Ekap／z=up／a (10)

是两个方便的参数，忌口2是瑞利距离，M是距离的倒

数，而对于固定的i／,，t，是横向位置．

我们必须指出，WalkerHl做了相似的工作，但他

的结果和式(9)比较是分母多了一个／／,2，我们发现

这差别会导致不合理的结果．他似乎未能察觉到，在

写下最后结果之时，他所忽略的系数会与这个“2相

消掉⋯．

2光强分布的一些特征

首先我们利用贝塞尔函数和Lommel函数的性

质探讨一些特殊情况下的结果，这和文献[3]中的

会聚焦光束在焦点附近三维的光强分布相似．

1)当z：：t,ka2，u和t，都趋近零时，式(7)中的首

项最重要，可得

枷，=(孚)2(半)2=，o(警)2⋯，
其中p／z=0．当然，这是预料的圆孔夫琅禾费衍射图

像，在秽I=3．833，"2=7．016，％=10．174，⋯，对应

J．(”)=0的非零根，光强为零．

2)沿对称轴

当P和／3都趋近零，贝塞尔函数满足

J。(t，)一(v／2)“／m! (12)

而且，从指数的展开式，式(7)可写成

砌∽=孕exp(ikz)(1．exp警)(13)席 I 二z，

由此，沿对称轴的光强变化是

。 10(Z)=譬sin2譬=譬sin2号(14)托 叶z 托
-t

这是熟知的结果：即是在以下的位置

U----2qar 或 毛=ka2／2qlr=Ⅱ2／qA (15)

其中q=1，2，3，⋯，g为奇(偶)数时光强为极大

(零)值．：。是最远的极大光强位置，比这位置更远

处，光强随距离的平方衰减．注意：奇数g的极大光

强值是相同的．

现在我们要指出文献[4]中沿对称轴的式子基

本上是式(14)除以u2，这在无穷远(即u=0)处显然

给出不合理的结果，更甭说它不能给出在熟知位置

上的光强极大值．

3)沿几何影的边沿

根据以下等式∞1：

exp(一喀)=J。(f)+2乏：(一i)“J。(f) (16)
f_l

在式(7)中，P=口(即／／,=口)的光场可以简化成

L(：)=鲁[1—2J。(址)1308 u．J20(Ⅱ)] (17)

对菲涅耳衍射，我们一般有z<<ka2，即u>>l，因此

L(z)一百2／．|}2，也就是在任何一个较近(即较大的

u)的横向平面上，光强在P=a处是一个常数，也意

味着光强为移的函数对较大的u(即较小的z)有长

一些的尾巴(图2可证实此点)．

图2在距离圆孔为：的4个横向平面上光强随”的变

化(I$--'-21r，3"rr，41r，和61r，分别对应q=1，1．5，2，和

3．注意z=ka2／u．)

3 菲涅耳衍射光强分布和比较

3．1理论结果

利用现今的微型计算机和很普及的软件中的贝

塞尔函数，很容易利用式(9)计算在固定z或Ⅱ的菲
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涅耳衍射光强分布[我们曾验证把式(8)中的前20

项加起来便可准确地得到U。(Ⅱ，秽)和U：(“，t，)]，在

图2中，我们举出4个例子，u的值分别为21T，31T，

4xr，和6订(即Ⅱ。=2qcr，q=1，1．5，2，和3)，描出随口

变化的归一化光强，即k2，(“，移)／161r2．注意由于式

(14)，对称轴上的光强在q为偶数时为零，在为奇

数时为极大，而在两者之间则是一半，再者，对较大

的u值，光强有较长的尾巴．这些特性令我们很容易

分辨4条曲线，也很容易验证极大和极小常在

J，(移)=0的根的地方出现．

3．2 结果比较

文献[1]计算和测量了q=2，3，4，5，和6的菲

涅耳衍射光强，其结果都和我们的理论结果相当吻

合．图3是一个q=3或Ⅱ=6,tr的具体比较：连续曲

线是我们的理论结果；虚线是文献[1]的实验结果

(我们取了它对称轴两边结果的平均)；大圆点是其

理论结果(文献[1]用两种方法计算，一是近似法，

另一是直接数值积分，两种方法的结果在这图的尺

度下没有分别)；实心三角形表示我们利用CCD照

相机得到q=3的实验结果(实验详见下段)．

图3数值运算和实验结果与文献[1]中的结果比较

4 实验

实验是用从Edmund Industrial Optics公司购买

的直径为(1 000±5)斗m的圆孔．氦氖激光

(Uniphase)的功率约为7 mw，激光器到圆孔的距离

约为6 m，用CCD照相机(Electrim U1000)纪录衍射

图像时，我们利用背景白光(加在CCD芯片上，强度

约为0．1 mW／cm2)使CCD照相机对光强的反应是

线性的．图3的结果是已把背景白光强度减去．为了

增加空间分辨率和信噪比，光强分布是20个图像的

平均，而每个图像是把CCD照相机沿径向随机移动

约0．5 mm所得．为了得到光较弱的部份，同一个图

像我们用了3个不同的曝光时间(20 ms，40 ms，和

60 ms)来纪录，光强曲线则用曝光时间来归一化．

我们也用了光电倍增管来录取衍射图像的光

强，实验装置(图4)和文献[1]中的相似，衍射图像

利用凸透镜放大，根据薄凸透镜公式得

剧一端
其中，Z是透镜至圆孔的距离，L是针孔至圆孔的距

离，是透镜的焦距．用光电倍增管和用CCD照相机

光强很接近，但后者效果较佳．

MI，M2：平面镜；Ts：直线运动平台；PMT：光电

倍增管；虚线表示CCD照相机的感光芯片

图4实验装置图．

我们还利用CCD照相机来量度沿对称轴的光强

分布，包含了最远的3个光强极大点，如图5所示．图

中的曲线是式(14)的结果，和实验结果合理地吻合．，

注意3个极大值在距圆孔毛=7．9 cnl，：3=13．2 cm，：l

=39．5 em处出现。而光强数值相同．

图5 沿对称轴光强随z的变化．点是实验的

结果，实线是理论结果

5 结论

我们证明了圆孔的菲涅耳衍射的基尔霍夫积分

可以用贝塞尔函数的数列来表示。而这数列的实部

和虚部都是含有两个变量的Lommel函数，这个简

单的分析解使衍射的光强分布很容易利用通用的数

学软件算出结果．我们还利用CCD照相机和氦氖激

 万方数据



34 大学物理 第28卷

光来量度圆孔的菲涅耳衍射的横向平面上的光强变

化及沿对称轴的光强分布，实验结果和理论合理地

吻合，我们也与Burch的结果‘11作了比较． [5]

感谢：感谢万善慈先生在这工作前期的参与．

参考文献：

[1]Burch D s·Fre8nel diffrac‘ion by a c酬Ⅱape咖
[6]

[J]．Am J Phys 1985，53：255．

[2]

[3]

[4]

Watson G N Theory of Bessel Functions[M]．2”ed．

Cambridge University Press，1944：537—550 r，1

Born M，Wolf E．Principles of Optics[M]．7“(expand．
。。

ed)ed．Cambridge University Press，1999：484-492．

Walker J．The Analytic Theory of Light[M]．Cambridge

University Press，1904：See his Eq．(66)on P．147 in

particular．

See，for example，Fowles G R．Introduction to Modem

Optics[M]，Holt，Rinehart，and Winston 1968：110．

111；or Born M，Wolf E．Principles of Optics[M]．7“

(expanded)ed．Cambridge University Press．1999：

484．492．

See，for example，Gradshteyn I S，Ryzhik I M．Table of

Integration，Series，and Products[M]．translation ed．

by Jeffrey A．Academic Press 1965：8．511(4)P．973．

Walker J．The Analytic Theory of Light[M]．Cambridge

University Press，1904：147．Note that u2p：in(63)is

simply a constant for Pl》po．

Fresnel diffraction by a circular aperture

LAI Hon—ming，LEE Wing—kee，YUEN Chi-yan

(Department of Physics，The Chinese University of Hong Kong，Hong Kong，China)

Abstract：An analytic expression in terms of Bessel’S functions or Lommel’S functions of two variables，is ob—

tained for the intensity distribution of the Fresnel diffraction by a circular aperture．The Fresnel pattern in any

transverse plane at an axial distance from the aperture is then easily computable using commonly available software
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现在，把此数值代入式(1)，得石的10位精度

的结果为

算：!：堕主兰Z兰!!垒兰!旦：：：3．730 950 489×10一-o一

2．828 427 124
⋯。。 ‘‘

于是得以的精确数值为

压=1．414 213 562+x=1．414 213 562 373 095 048 9

达到了20位有效数字的精度．为可靠起见，去掉最

后1位数字(四舍五入)，得

在=1．414 213 562 373 095 049

我们得到了可靠的19位有效数字的精度．从电脑中

那台超高精度计算器知，32位精度的数值为

厄=1．414 213 562 373 095 048 801 688 724 209 7

可见，我们上面的结果中，第20位确是靠不住的．

Significant figure and the calculator

KA Xing．1in

(Department of Physics，Beijing Normal University。Beijing 100875，China)

Abstract：Significant figure in numerical calculation is illustrated and the general features of the calculator are

given．

Key words：significant figure；numerical calculation；calculator
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