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本⽂研究了两种定义下的任意⼦⽓体的热⼒学性质。利⽤ Wilczek 磁流管模型导出了交换因⼦定
义下的⼆维理想任意⼦⽓体的第⼆ virial 系数；介绍了 Haldane 分数不相容统计；求出了 Haldane
统计定义下的理想任意⼦⽓体的巨配分函数；导出了 Haldane 任意⼦⽓体的⼀些热⼒学量；研究了
Haldane 任意⼦⽓体的 Bose-Einstein 凝聚；研究了强简并及弱简并条件下的 Haldane 任意⼦⽓体的
热⼒学性质；利⽤第⼆ virial 系数导出了⼆维 Haldane 任意⼦⽓体的等效相互作⽤势。
Usage: 热⼒学与统计物理 I 课程论⽂

I. 引⾔：任意⼦的提出和定义

在三维及更⾼维度空间当中，粒⼦或者服从 Bose-
Einstein 统计，或者服从 Fermi-Dirac 统计。他们的⾃旋
为整数（Bose 统计）或半整数（Fermi 统计），两种统计
在量⼦⼒学上的主要区别为：多粒⼦状态下，进⾏粒⼦
交换时的波函数对称性的不同，在两个粒⼦的状态中：

|Ψ1Ψ2⟩ = ±|Ψ2Ψ1⟩, (1)

等式右边的系数 ±1 分别代表 Bose 统计和 Fermi 统计。
⽽在⼆维空间中，存在⼀种介于两种统计之间的分

数统计，使其系数可以取模为 1 的复数 [1]，即：

|Ψ1Ψ2⟩ = eiθ |Ψ2Ψ1⟩ , (2)

式中，辐⻆ 0 ≤ θ ≤ π，可取其间的任意实数，因此符合
这种统计规律的粒⼦⼜称为任意⼦。可以看出，在⼆维空
间当中，Bose 统计和 Fermi 统计仅仅是 θ = 0 和 θ = π

时的特殊情况。因此，对⼆维空间中任意⼦的研究更具备
普适性，任意⼦的⾃旋不再仅仅是整数或者半整数，⽽
是可以连续变化的，因此具有相当的复杂性。这是因为
任意⼦之间存在较复杂的统计相互作⽤，所以它的单粒
⼦配分函数不能推⼴到多粒⼦的情况，我们就很难得到
相应的热⼒学量。

1977 年，Leinass 和 Myrheim 提出了⼆维的分数统
计。1982 年，Frank Wilczek 将符合这种统计规律的粒
⼦命名为任意⼦。同时他也提出了⼀种磁流管的动⼒学
模型，展⽰了分数统计下任意⼦的物理应⽤ [2]。从此，
科学家对任意⼦的研究进⼊了新的阶段，其在分数量⼦

Hall 效应、液氦薄膜及⾼温氧化物超导体的研究中，都
有⼗分重要的应⽤。

事实上，任意⼦还有另⼀种定义⽅式。在前⼀种定
义下，⼀维空间中的两个粒⼦交换，必然发⽣碰撞，导
致任意⼦之间的⼒学效应不可忽略，1991 年，Haldane
对 Pauli 不相容原理进⾏了分数统计的推⼴，从另⼀⻆
度，定义了不依赖空间维度的任意⼦模型。[3] Haldane
对 Pauli 不相容的推⼴如下：

∆d = −g∆N, (3)

式中，∆d表⽰粒⼦的数量改变 ∆N 后，新增粒⼦ Hilbert
空间维度的变化，g为统计相互作⽤参数，对于玻⾊⼦，新
加⼊的粒⼦不会受到已存在的粒⼦的影响，故其 Hilbert
空间维度不发⽣改变，因此 g = 0；对于费⽶⼦，新加
⼊的粒⼦不能占据已存在的同种粒⼦的量⼦态，故其
Hilbert 空间维度要减少相应的维度，因此 g = 1；⽽当
粒⼦服从介于 Bose 统计和 Fermi 统计之间的分数统计
时，g 则取其他值，⼀般为 0 < g < 1。

Haldane 的推⼴可描述多种粒⼦的互关联统计，其
公式为：

∆dα = −
∑
β

gαβ∆Nβ , (4)

其中 α, β 表⽰不同种类的粒⼦，gαβ 表⽰两种粒⼦之间
的统计互作⽤，但本⽂仅研究同种粒⼦。
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II. 任意⼦的磁流管模型

根据 Wilczek 的磁流管模型，两个任意⼦组成系统
的拉格朗⽇量可以写为 [2]：

L =
1

2

(
ṙ21 + ṙ22

)
+ ℏα

dϕ
dt , (5)

其中 r1, r2 分别为两个任意⼦的位⽮，ℏ 为约化 Planck
常数，α = θ/π，θ 为交换算符产⽣的相位因⼦中的⻆度，
ϕ 为两个粒⼦的相对位⽮与极轴的夹⻆。由于我们所添
加的项为⼀个函数的时间全导，因⽽没有添加项的拉格
朗⽇量产⽣的运动⽅程与添加后产⽣的是⼀模⼀样的。
这说明，从经典⼒学的⻆度来看，任意⼦与普通的粒⼦
的运动规律没有任何的不同，因⽽任意⼦的特性是纯粹
量⼦的。另外，由于这是⼀个两体问题，我们可以像处理
经典的两体问题⼀样，⽤系统的质⼼的位⽮，以及粒⼦
的相对位⽮重写拉格朗⽇量：

L = mṙ2 +
1

4
m
(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
+ ℏαϕ̇. (6)

质⼼动量是个不变量，不需要特别考虑。考虑 (6) 式中
的相对运动项，将坐标系换为极坐标系，写出相对运动
项所对应的哈密顿量：

Hr =
1

m

(
p2r +

(pϕ − ℏα)2

mr2

)
. (7)

可以看到，其与经典粒⼦哈密顿量不同仅在⻆动量项上。
在经典的情形下，由于 pϕ ≫ ℏ，因⽽该式退化为经典的
情形，这再⼀次说明任意⼦的特性只有在微观领域，量
⼦特性变得⼗分重要时才会体现出来。

下⾯我们将利⽤该模型计算⼆体任意⼦⽓体的⼆阶
virial 系数。Virial 展开的定义如下：

P

ρkT
= 1 + a2(ρλ

2
T ) + a3(ρλ

2
T )

3 + . . . . (8)

其中 P 为压强，λT =
√

2πℏ/mkT 为热波⻓，a2, a3 为
⽆量纲的 virial系数，ρ为粒⼦数密度。通过集团化展开，
可以得到⼆阶 virial 系数与系统配分函数的关系 [4]：

a2(α) = −1

4
− 2 lim

V→0

[
Z̃2(α)− Z̃2(0)

]
, (9)

其中 V 为体系⾯积，Z̃2 是任意⼦参数为 α 时，两个任
意⼦组成的系统，相对运动部分所对应配分函数，⼀个
对全相空间的积分：

Z̃2(α) =
1

h2

∫
e
−β

[
p2r
m +

(pϕ−ℏα)2

mr2

]
drdϕdprdpϕ. (10)

然⽽⼀旦作变量代换 pϕ → pϕ + ℏα，积分区间并未改变，
⽽被积函数则退化到了经典的情形，这说明需要对其中
的某些量进⾏量⼦化处理。在此考虑⻆动量的量⼦化处
理，即将积分 ∫

dpϕ 变为
∑
l

ℏ，(10) 式可以进⼀步变为：

∑
l为偶数

Z̃2
l
(α), (11)

其中：

Z̃2
l
(α) =

1√
2λ

∫ ∞

0

e−
λ2

2πr2
(l−α)2dr. (12)

利⽤ Poisson 公式：
∞∑

p=−∞
e−a2(p+b2) =

√
π

2a

[
1 + 2

∞∑
n=1

cos(nπb)e−
n2π2

4a2

]
,

(13)
得到： ∑

l为偶数

[
Z̃2

l
(α)− Z̃2

l
(0)
]
= −α

2
+

α2

4
, (14)

a2(α) = −1

4
+ α− α2

2
. (15)

III. HALDANE 统计下任意⼦⽓体的性质

A. Haldane 统计的微观态

在I节中，我们提到了 Haldane 对于 Pauli 不相容原
理的推⼴，如 (3) 式所⽰，对两边进⾏积分：∫ d

d(1)

dd = −g

∫ N

1

dN, (16)

其中，左式积分下限表⽰系统在没有粒⼦的情况下加⼊
⼀个粒⼦时，该粒⼦的 Hilbert 空间维度，显然等于单粒
⼦的状态数，设为 G，当粒⼦处于同⼀能级时，G 就是
单粒⼦的简并度。积分结果为：

d = G− g(N − 1), (17)

可以将 d 理解成有效简并度，不过此时“简并度”与粒
⼦总数有关联。仿照 Bose 统计的微观态数⽬表达式，我
们可以写出 Haldane 统计单能级上的量⼦态数 W 的表
达式：

W =
(d+N − 1)!

N !(d− 1)!
. (18)
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当 d 为⾮整数时上式的阶乘实际为 Γ 函数，d 为整
数时退化为阶乘。当粒⼦为玻⾊⼦时，d = G，(18) 式退
化为 Bose 统计：

W =
(a+N − 1)!

N !(G− 1)!
; (19)

同样，当粒⼦为费⽶⼦时，d = G−N + 1，(18) 式退化
成 Fermi 统计：

W =
G!

N !(G−N)!
. (20)

考虑有 N 个粒⼦占据 G 组能级，每组能级的粒⼦
数为 Ni，单粒⼦态数为 Gi，则有总微观状态数为：

W =
∏
i

Wi =
∏
i

[Gi + (Ni − 1)(1− g)]!

Ni![Gi − gNi − (1− g)]
. (21)

可以从看出 g = 0 和 g = 1 时，分别退化成为 Bose 统计
与 Fermi 统计。因此，(21) 式可以看作⼀种介于两者之
间的统计规律。

B. Haldane 统计的最可⼏分布

下⾯我们计算 Haldane 统计的最可⼏分布，即求
lnW 的极⼤值点。假设系统的总能量 E 与总粒⼦数 N

是确定的，这样我们就有以下约束条件：

N =
∑
i

Ni, (22)

E =
∑
i

εiNi, (23)

其中 εi 表⽰第 i 个能级的能量。由于约束的存在，我们
引⼊ Lagrange 乘⼦ α, β ，利⽤已有的热⼒学知识我们
知道:

α =− µ

kT
, (24)

β =
1

kT
, (25)

式中 µ 为系统的化学势，T 为温度，k 为 Boltzmann 常
数。考虑到 N ≫ 1, 由 Lagrange 乘⼦法：

δ lnW − αδN − βδE

=
∑
i

(δ lnWi − αδNi − βεiδNi)

=
∑
i

{(1− g) ln[Gi + (Ni − 1)(1− g)]− lnNi + g ln[Gi − gNi − (1− g)]− α− βεi}δNi

=0. (26)

不妨假设 Gi ≫ 1，并定义能级 i 的平均占有粒⼦数
为 ni = Ni/Gi，即每个量⼦态上的平均粒⼦数。则 (26)
式变为：

[1 + (1− g)ni]
1−g(1− gni)

g = nie
β(εi−µ). (27)

为使之后的计算简便，并可以将 Bose 分布和 Fermi 分
布包括进来，我们假设 (27) 式有如下形式的解：

ni =
1

ωi + g
, (28)

由 (27) 式可知 ωi 满⾜：

εi = kT ln[zωg
i (1 + ωi)

1−g], (29)

其中，z 为逸度，定义为 z = e−α = eµ/kT。引⼊参量 ω0

表⽰零能级处的 ω 值，则有：

ω−g
0 (1 + ω0)

g−1 = z. (30)

C. Haldane 统计的巨配分函数

下⾯我们计算 Haldane 统计下的巨配分函数。保持
z 与 T 不变，(29) 式等号两边同时对 ωi 求偏微分，可
得： (

∂εi
∂ωi

)
z,T

= kT
ωi + g

ωi(1 + ωi)
. (31)

巨配分函数可以写成如下形式 [5]:

Ξ =
∏
p

Ξp, (32)
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其中 p 表⽰对所有量⼦态的乘积。能级 i 的平均占有粒
⼦数为 ni 可以由巨配分函数求得：[6]

ni= − 1

β

(
∂ lnΞ

∂εi

)
z,T,其他p

= −kT

(
∂ lnΞp

∂εi

)
z,T

= −kT

(
∂ lnΞp

∂ωi

)(
∂ωi

∂εi

)
z,T

= −ωi(1 + ωi)

ωi + g

∂ lnΞp

∂ωi
. (33)

最后⼀步⽤到了 (31) 式。联⽴ (28)(33) 式得：
∂ lnΞp

∂ωi
= − 1

ωi(ωi + 1)
, (34)

两边积分并令积分常数为零，得：

Ξp = 1 +
1

ωi
. (35)

由此我们得到巨配分函数:

Ξ =
∏
p

(1 +
1

ωi
). (36)

D. 任意⼦⽓体的热⼒学性质

下⾯我们考察不同能谱下，任意维理想任意⼦⽓体
的热⼒学性质。设理想任意⼦⽓体的能谱关系式为：

ε = apσ, (37)

其中，p 为动量，a 与 σ 为参数。可以证明态密度函数为
[7]，（暂不考虑⾃旋⾃由度）：

D(ε) =
V dε

d
σ−1

σa
d
σ (2

√
πℏ)dΓ

(
1 + d

2

) , (38)

其中 d 为空间维度，V 为空间体积。利⽤ (36) 式及分部
积分的⽅法，可以得到巨配分函数的对数：

lnΞ =

∫ ∞

0

D(ε) ln
(
1 +

1

ω

)
dε

=
V d

σa
d
σ (2

√
πℏ)dΓ

(
1 + d

2

) ∫ ∞

0

ε
d
σ−1 ln

(
1 +

1

ω

)
dε

=
V

a
d
σ (2

√
πℏ)dΓ

(
1 + d

2

) [ε d
σ ln

(
1 +

1

ω

)∣∣∣∣∞
ε=0

−
∫ ∞

ω0

ε
d
σ d ln

(
1 +

1

ω

)]
. (39)

g = 1

g = 1/2
g = 1/3

g = 0
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图 1. G3/2(z, g) 在不同 g 下的函数形式。其中 g = 0 时，退
化为玻⾊⼦，因此只取到 z < 1 的情况。

当 ε → ∞ 或 0 时，εd/σ ln(1 + 1/ω) → 0，故分部积分结
果的第⼀项是 0，第⼆项中已将积分下限改写为 ε = 0 对
应的 ω0。将结果进⼀步化简得到：

lnΞ =
V

a
d
σ (2

√
πℏ)dΓ

(
1 + d

2

) ∫ ∞

ω0

ε
d
σ

ω(ω + 1)
dω

=AV T
d
σ G d

σ+1(z, g), (40)

式中 A 为常参量：

A =
k

d
σ Γ
(
1 + d

σ

)
a

d
σ (2

√
πℏ)d Γ

(
1 + d

2

) , (41)

Gn(z, g)是 Calogero-Sutherland积分函数 [8]，其表达式
为：

Gn(z, g) =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

xn−1

ω(x) + g
dx, (42)

其中 ω(x) 是将 (29) 式作代换 x = ε/kT 之后，求解得到
的：

ωg(1 + ω)1−g =
ex

z
. (43)

可以证明，函数 Gn(z, g) 满⾜以下关系式 [8]：

∂Gn(z, g)

∂ ln z
=

Gn−1(z, g), n ̸= 1

1
ω0+g , n = 1

, (44)

得到了巨配分函数，我们就能求出⼀系列的热⼒学
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量：

N =
∂ lnΞ

∂ ln z
= AV T

d
σ G d

σ
(z, g), (45)

E =kT
∂ lnΞ

∂ lnT
=

kAV dT
d
σ+1

σ
G d

σ+1(z, g)

=
NkdT

σ

G d
σ+1(z, g)

G d
σ
(z, g)

, (46)

P =kT
∂ lnΞ

∂V
= kAT

d
σ+1G d

σ+1(z, g)

=
NkT

V

G d
σ+1(z, g)

G d
σ
(z, g)

, (47)

S =k

(
lnΞ− ∂ lnΞ

∂ lnα
− ∂ lnΞ

∂ lnβ

)
=k

(
lnΞ−N ln z +

E

kT

)
=kAV T

d
σ

[(
d

σ
+ 1

)
G d

σ+1(z, g)− ln zG d
σ
(z, g)

]
=Nk

[(
d

σ
+ 1

)
G d

σ+1(z, g)

G d
σ
(z, g)

− ln z

]
. (48)

下⾯我们计算系统的等体热容。由等体热容的定义：

CV =

(
∂E

∂T

)
N,v

=
Nkd

σ

[
G d

σ+1(z, g)

G d
σ
(z, g)

+

(
∂ ln z

∂ lnT

)
N,V

·

(
1−

G d
σ+1(z, g)G d

σ−1(z, g)

G2
d
σ

(z, g)

)]
. (49)

于是问题化为求逸度对温度的偏导。(45) 式两边对 T 求
偏导，并保持 N,V 不变，可得：

(
∂z

∂T

)
N,V

=


− z

T
d
σ

G d
σ
(z,g)

G d
σ

−1
(z,g) ,

d
σ ̸= 1

− z
T (ω0 + g)G1(z, g),

d
σ = 1

, (50)

代⼊ (49) 式得热容表达式：

CV =



Nk

[
d
σ

(
1 + d

σ

) G d
σ

+1
(z,g)

G d
σ
(z,g)

− d2

σ2

G d
σ
(z,g)

G d
σ

−1
(z,g)

]
, d

σ ̸= 1

Nk
[
2G2(z,g)
G1(z,g)

−(ω0 + g)G1(z, g)] ,
d
σ = 1

. (51)

E. 理想任意⼦⽓体与 Bose-Einstein 凝聚

下⾯我们讨论理想任意⼦⽓体是否存在 Bose-
Einstein 凝聚。由 (30) 式我们可以得到基态能级对应
的 ω0，代⼊ (28) 式可得基态能级的平均占有数 n0

g = 1

g = 1/2

g = 1/3

g = 1/4g = 0

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

z

n 0

图 2. 不同 g 参数下，基态平均占有数 n0 随 z 的变化

由图2我们可以看出，只有 g = 0 时，n0 才会发散；
⽽当 g > 0 时，n0 收敛于有限值 1/g，不可能达到⼤量
粒⼦均处于基态的状态。因此，只有 g = 0，即粒⼦为玻
⾊⼦时，才可能发⽣ Bose-Einstein 凝聚。

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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图 3. 不同 d/σ 下的 Gd/σ(z, 0)，d/σ = 1/2, 1, 3/2, 2, 3（从上
⾄下）

下⾯我们讨论空间维度 d 与能谱因⼦ σ 对于凝聚的
影响。我们知道，(45) 式实际计算的是激发态的粒⼦数
Nexc[9]. 当 z → 1 时，若 Gd/σ(z, 0) 能够发散，说明激
发态上的粒⼦数没有上限；若 Gd/σ(z, 0) 是收敛的，说
明激发态上的粒⼦数在弱简并情况下是有上限的，因此
当 T → 0 时会发⽣ Bose-Einstein 凝聚。我们只要讨论
在不同 d, σ 值下，Gd/σ(z, 0) 在 z = 1 处的极限情况，即
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可知道是否会发⽣ Bose-Einstein 凝聚。
由图3可知，当 σ = 2 且 d = 3 时，即我们熟悉的三

维⾮相对论情形，Gd/σ(z, 0) 会在 1 处收敛，收敛值为
2.612，说明会发⽣ Bose-Einstein 凝聚。当 d/σ 的值取
1 或 1/2 时，Gd/σ(z, 0) 会发散。⽽当 d/σ 取 2 和 3 时，
函数仍是收敛的，也会发⽣ Bose-Einstein 凝聚。

我们也可以直接推导 Gd/σ(z, 0) 在 z = 1 处的收敛
情况。已经知道函数 Gd/σ(z, g) 有如下级数展开式 [10]:

Gn(z, g) =

∞∑
l=1

zl

ln
Γ(l − lg)

Γ(l)Γ(1− lg)
, (52)

其收敛半径与 g 有关：

R(g) =
1

gg(1− g)1−g
. (53)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

g

R
Hg
L

图 4. (52) 式的收敛半径。当 z < 1 时，对 0 ≤ g ≤ 1 级数均
收敛

当 g = 0 时，收敛半径为 1，即在 0 < z < 1 范围内
级数收敛，说明该级数展开式可以应⽤于 Bose ⽓体；当
z → 1 时，Gn(z, 0) 的极限有如下表⽰：

lim
z→1−

Gn(z, 0) = lim
z→1−

∞∑
l=1

zl

ln
=

∞∑
l=1

1

ln
= ζ(n). (54)

其中 ζ(n) 为 Riemann zeta 函数。由数学知识我们知
道，只有当 n > 1 时 ζ(n) 才有收敛值。因此，只有满
⾜ d/σ > 1 才能够发⽣ Bose-Einstein 凝聚。对于⾮相
对论情况，σ = 2，只有三维及三维以上的空间才能发⽣
Bose-Einstein 凝聚；对于极端相对论情况，σ = 1，所以
只有⼆维及⼆维以上的空间才能发⽣ Bose-Einstein 凝
聚。

对于能够发⽣凝聚的情形，我们可以计算相应的临
界温度：

Tc =

[
N

AV ζ( dσ )

]σ
d

, (55)

F. g > 0 的强简并任意⼦⽓体

对于强简并任意⼦⽓体，其 ω 满⾜⽅程：

ωg(ω + 1)1−g = eβ(ε−µ), (56)

当 T = 0K 且 ε < µ0（µ0 表⽰零温下的化学势）时，由
此可得 ω 为 0。从⽽有 T = 0K，g > 0 且 ε < µ0 时：

ni =
1

g + ω
=

1

g
, (57)

⽽当 T = 0K 且 ε > µ0 时，ω → ∞, ni = 0. 亦即对于
g > 0 的任意⼦，在某⼀个能级以下所有的能级都被占
有，每个能级粒⼦数 1/g，⽽在该能级以上，所有能级均
为空：

ni =


1
g , ε < µ0

0, ε > µ0

, (58)

可以看到对于 g > 0的任意⼦，在零温时也会出现 Fermi
球。我们将粒⼦的最⾼填充能级称为 Fermi 能级，记为
εF = µ0. 此时系统的总粒⼦数为：

N =
1

g

∫ εF

0

D(ε)dε = AV εnF
gknΓ(n+ 1)

, (59)

其中 D(ε) 为任意⼦的态密度函数，n = d/σ，⽽该能量
最⼤值即为 Fermi 能级，由此可解得 Fermi 能级为：

εF = k

(
gNΓ(n+ 1)

AV

) 1
n

. (60)

对于 T 略⾼于 0K 的情况，有：

N = AV TnGn(z, g), (61)

其中 z → ∞ 时 G 的展开式为 [10]：

Gn(z, g) =
ln zn

gΓ(n+ 1)

(
1 +

π2

6

(gn(n− 1))

ln2 z
+ . . .

)
.

(62)
跟据 (45) 式可求得化学势近似为：

µ

εF
= 1− π2

6
g(n− 1)

(
kT

εF

)2

. (63)
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对于系统的内能有：

E =
kAdTn+1

σ
Gn+1(z, g), (64)

稍化简可得：

E = µN

(
n

n+ 1

)(
µ

εF

)n(
1 +

π2

6

gn(n+ 1)

(βµ)2
+ . . .

)
.

(65)
利⽤ (63) 式中求得 µ 的近似式，可得到系统的能量为：

u

εF
= N

(
n

n+ 1

)(
1 +

(n+ 1)π2

12

(kT )2

ε2F

)
. (66)

从式中可以看到，在 T 略⾼于 0 的情况，内能与温度的
⼆次⽅成正⽐，从⽽热容与 T 的⼀次⽅成正⽐，在 T 趋
于 0 时，热容亦趋于 0，这正是热⼒学第三定律所要求
的。

G. 弱简并条件下的任意⼦⽓体

在⾼温下，⽓体处于弱简并状态时 z < 1，展开式
(52) 是收敛的。我们利⽤ (52) 式可以得到⼀些热⼒学量
的⾼温极限。将 (52) 式保留⾄⼆阶近似：

Gn(z, g) = z +
z2

2n
(1− 2g) + o(z2). (67)

代⼊ (45) 式，保留 z 的⼀阶项，我们可以直接得到逸度
z 的表达式：

z =
N

AV T
d
σ

. (68)

将 (67) 式代⼊ (46)(47) (48)(51) 式，我们可以得到以下
热⼒学量的近似值：

E =
dNkT

σ

[
1− (1− 2g)z

2
d
σ+1

+ o(z)

]
, (69)

P =
NkT

V

[
1− (1− 2g)z

2
d
σ+1

+ o(z)

]
, (70)

S =Nk

{(
d

σ
+ 1

)[
1− (1− 2g)z

2
d
σ+1

+ o(z)

]
− ln z} , (71)

Cv =


Nk

[
d
σ + d

σ

(
d
σ − 1

) z(1−2g)

z
d
σ

+1

+o(z)] , d
σ ̸= 1

Nk
[
2−

(
ω0 +

1
2

)
z + o(z)

]
, d

σ = 1

. (72)

考虑⼆维空间，⾮相对论情况，将 (68) 式代⼊ (70)
式，我们得到：

P =
NkT

V

[
1− (1− 2g)N

4AV T
+ o(

N

AV T
)

]
=ρkT

[
1− (1− 2g)ρλ2

T

4
+ o(ρλT )

]
, (73)

其中第⼆个等号⽤到了 (41) 式。这⾥ V 表⽰平⾯⾯积，
ρ = N/V 表⽰粒⼦数密度，λT 为热波⻓。因此我们得
到了 Haldane 统计下⾮相对论⼆维任意⼦⽓体的第⼆
virial 系数：

a2(g) = − (1− 2g)

4
. (74)

我们发现与第⼀种定义下的任意⼦不同，Haldane 统计
下的任意⼦的 a2 与 g 为线性关系。这说明 Haldane 统
计定义的任意⼦与第⼀种定义的任意⼦并不能等同。

H. ⽤第⼆ virial 系数讨论
⼆维任意⼦⽓体的等效相互作⽤势

由之前的计算，已经得到⼆维任意⼦⼆阶 virial 系
数为：

a2(g) = −1

4
(1− 2g), (75)

即对于每种特定的任意⼦，其⼆阶 virial 系数为⼀个常
数，我们可以将有统计相互作⽤的任意⼦⽓体看成有相
互作⽤势的经典理想⽓体。此时⼆阶 virial 系数亦可⽤
集团化展开直接求出 [11]：

a2(g) =
2mπ2kT

h2

∫ ∞

0

(
1− e−

u(r)
kT

)
rdr. (76)

可以考虑势场为⾼斯函数形式：

u(r) = A(g)e−kr2 , (77)

其中 A(g) 为待定的 g 的函数，k 为⼀个常数，由于
eu/kT ≈ 1，故可以展开为：

e−
u(r)
kT = 1− A(g)e−kr2

kT
, (78)

代⼊式 (76) 积分可得：

a2(g) =
2mπ2

h2

∫ ∞

0

A(g)e−kr2rdr

=
mπ2

√
kh2

A(g), (79)
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从⽽求得：

A(g) = −1

4
(1− 2g)

√
kh2

mπ2
. (80)

IV. 结论

由于交换因⼦定义的任意⼦⽓体的配分函数不能从
单粒⼦推⼴到多粒⼦的情形，所以我们研究该种任意⼦
⽓体的性质会⼗分困难。我们利⽤ Wilczek 磁流管模型
计算得到第⼆ virial 系数，发现第⼆ virial 系数只与相因
⼦ α 有关，其表达式为 −1/4 + α− α2/4 ，当 α = 0 或
1 时其第⼆ virial 系数退化成 Bose ⽓体和 Fermi ⽓体的
形式。

我们求出了 Haldane 统计下的任意⼦⽓体的⼀系列
热⼒学量，并利⽤求得的结果讨论了不同情形下的任意
⼦⽓体的性质。我们讨论了任意⼦⽓体的 Bose-Einstein
凝聚情况，发现只有 g = 0，即 Bose ⽓体才能发⽣凝
聚，并且维度 d 与能谱常数 σ 必须满⾜关系式 d/σ > 1。
在强简并情况下，我们发现 g > 0 的情况下会出现类似
Fermi 能级的情况，并且热容按 T 的幂次趋于零，这与
热⼒学第三定律相符。我们计算了弱简并下的热⼒学量
的近似式，并导出了⼆维⾮相对论情形下的第⼆ virial系
数，发现与第⼀种定义的任意⼦第⼆ virial 系数不相同，
这说明两种定义下的任意⼦不能等同。最后，我们尝试
利⽤⼆维 Haldane 任意⼦⽓体的第⼆ virial 系数导出了
与统计相互作⽤等效的相互作⽤势的形式，发现是⾼斯
函数形式的相互作⽤势。
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