
 113

第五章  信号分析与处理 

5.1  概述 

5.1.1  信号的概念和分类 

在科学研究和生产过程中，经常要对许多客观存在的物体或物理的运动过程进行观测，

这些客观存在的运动事物中包含着大量标志其本身所处的时间空间特征的数据和“情报”，

这些数据和情报就是该事物的“信息”。“信号”是“信息”的载体，是信息的表现形式。

信息与信号是互相联系的两个不同概念。信号不等于信息，但信息则是信号所载荷的内容。 

测试系统是通过某种技术手段，从被测对象的运动状态中提取所需的信息。这个信息

从物理的角度讲，是以某种信号的形式反映出来的。 

在工程实际中，测试系统包括信号的获取、加工、处理、显示、反馈、计算等，因此

测试系统对被测参量测试的整个过程都是信号的流程。 

1.  信号的基本概念 

信息本身不具有能量及物质，故信息的传递必须借助于某种中间媒介，而这个包含有

特定信息的媒介即为信号。信号一般表现为声、光、电、磁等物理量。 

信号一般可以用单个或多个独立变量的函数或图形表示。信号可以描述极为广泛的物

理现象，可以计算，合成及分解。一般信号具有以下性质： 

（1） 信号具有特定的意义，即含有特定的信息； 

（2） 信号具有一定的能量； 

（3） 信号易于被测得或感知； 

（4） 信号易于被传输。 

2.  信号的分类 

为了更好地了解信号的物理特性，常将信号分类后进行研究。常见的分类方法有下列

几种： 

 1)  按信号的规律分类 

按信号的规律，信号可分为确定性信号和非确定性信号。 

确定性信号：可以用明确的数学关系式描述或可由实验多次复现的信号。 

非确定性信号：不能用数学关系式描述，而且其幅值、相位，频率不可预知。这类信

号只能用概率统计的规律加以描述。 

然而，在实际工程测试过程中，其信号的物理过程往往是很复杂的，即无理想的确定

性信号也无理想的非确定性信号，而是相互掺杂的。 

上述两大类信号还可根据各自的特点作更细致的划分，见图 5.1 所示。 
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图 5.1  信号的分类 

2)  按信号的函数性质分类 

按表示的函数性质，信号可分为连续时间信号和离散时间信号。 

连续时间信号：是指在某一指定时间内，除若干个第一类间断点外，该函数都可给出

确定的函数值的信号。 

离散时间信号：是指仅在某些不连续的时刻有定义的信号。 

除了对函数在时间上有连续时间信号与离散时间信号之分外，还可以幅值取值上将信

号分为连续幅值信号与离散幅值信号。 

对于时间和幅值均连续的信号称为模拟信号。时间和幅值均离散，且幅值被量化的信

号称为数字信号。 

3)  按信号的能量分类 

按信号的能量可将信号分为能量信号及功率信号两大类。 

能量信号：在所分析的区间能量为有限值的信号。 

功率信号：具有有限平均功率的信号。一个能量信号具有零平均功率，而一个功率信

号具有无限大能量。 

5.1.2  信号的时域分析和频域分析 

通常，信号可以被看作是一个随时间变化的量，是时间 t 的函数 ( )tx 。在相应的图形表

示中，作为自变量出现在横坐标上的是时间。信号的这种描述方法就是信号的时域描述。

基于微分方程和差分方程等知识，在时域中对信号进行分析的方法称为信号的时域分析。 

对于快速变化的信号，时域描述不能很好地揭示信号特征。此时人们感兴趣的是什么

样的幅值在什么频率值或什么频带出现。与此对应，将频率作为自变量，把信号看作是频

率 f 的函数 ( )fX 。在相应的图形表示中，作为自变量出现在横坐标上的是频率。信号的这

种描述方法就是信号的频域描述。信号在频域中的图形表示又称作信号的频谱，包括幅频

谱和相频谱等。幅频谱以频率为横坐标以幅度为纵坐标，相频谱以频率为横坐标以相位为

纵坐标。基于傅立叶变换理论，在频域中对信号进行分析的方法称为信号的频域分析。 

信号分析的主要任务就是要从尽可能少的信号中，取得尽可能多的有用信息。时域分

析和频域分析，只是从两个不同角度去观察同一现象。时域分析比较直观，能一目了然地

看出信号随时间的变化过程，但看不出信号的频率成分。而频域分析正好与此相反。在工

程实际中应根据不同的要求和不同的信号特征，选择合适的分析方法，或两种分析方法结
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合起来，从同一测试信号中取得需要的信息。 

5.2 周期信号及其频谱 

5.2.1  周期信号的定义 

如果信号 )(tx 在所有时间 t 内均能满足 

)()( nTtxtx +=                             (5.1) 

式中: n ——任意整数； 

T ——常数。 

则 )(tx 是周期信号，T 称为周期。显然，周期信号是幅值按一定周期不断重复的信号。 

周期信号（如图 5.2 所示）又分为正弦信号(包括余弦信号)和复杂的周期信号。正弦

信号是 简单的周期信号，其数学表达式为 

)2(sin)2sin()( 00 ω
πωπω ntxntxtx +=+=                    (5.2) 

可见，正弦信号的周期 ωπ /2=T ,ω 称为角频率或圆频率，周期的倒数称为频率，即　

Tf /1= ， fπω 2= ， 0x 为常数。 

复杂的非正弦周期信号又可称之为非正弦周期函数，如图 5.2 所示。 

t

( )tx

0

t

( )tx

0

t

( )tx

0

 

图 5.2  非正弦周期信号 

5.2.2  傅里叶级数的三角函数展开式 

周期函数的一个重要特征是：它们可以表示成无穷个正弦及余弦函数之和。这个 

正弦和余弦函数的系列称为傅里叶级数。 

若周期函数 ( )tx 周期为T 满足狄里赫利条件，即： 

（1） 在一个周期内，只存在有限数目的极大值和极小值； 

（2） 只存在有限个不连续点； 

（3） 在不连续点取值有界，即函数绝对可积。 

则此周期函数可以表示为傅里叶级数的三角函数形式 
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0a 、 na 、 nb 称为傅里叶系数，其值分别为 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

∫

∫

∫

−

−

−

2

2
0

2

2
0

2

2
0

sin)(2

cos)(2

)(1

T

Tn

T

Tn

T

T

tdtntx
T

b

tdtntx
T

a

dttx
T

a

ω

ω                        （5.4） 

0a 值是此周期函数在一个周期内的平均值，又称直流分量， na 是余弦分量的幅值， nb 是

正弦分量的幅值。 

在工程测试中常见的周期信号(即周期函数)一般都满足狄里赫利条件。 

为了显示出傅里叶级数在工程应用中所具有的物理意义，可将公式 5.3 写成只包含正

弦项或只包含余弦项的形式。如果令 
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则公式 5.3 可简化为 

∑
∞
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1
00 )cos()(

n
nn tnAatx ϕω                        （5.6） 

5.2.3  周期信号的频谱 

由公式 5.6 可以看出，周期信号是由无限个不同频率的谐波分量叠加而成。各次谐波

的幅值和初相位分别由 nA 和 nϕ 决定。当 1=n 时， )cos( 101 ϕω +tA 称为信号的一次谐波(基

波)分量, 0ω 称为基波角频率。其余各次统称为高次谐波。 2=n ，称为二次谐波， 3=n ，

称为三次谐波，依此类推。由于幅值 nA ，初相位 nϕ 均为角频率 0ωω n= 的函数，以角频率

为横坐标，幅值 nA 或初相位 nϕ 为纵坐标所作的图形统称为频谱， ω−nA 图称为幅频谱，

ωϕ −n 图称为相频谱。 nA 表示信号所具有的谐波分量的幅值； nϕ 是各次谐波分量在时间

原点处所具有相位。幅值谱和相位谱结合起来便确定了信号各次谐波的波形。 

图 5.3 所示是从一个装有两个偏心转子的轴上测取的加速度信号 ( )tx 。在其频谱图上

清楚地显示了每个转子引起的振动强度。 
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图 5.3  周期信号的时间历程及其频谱 

)a 周期信号的时间历程    )b 周期信号的频谱 

例5.1 求图 5.4 a 所示的周期性矩形波的傅里叶级数表示，并画出其幅频谱。 

解：该波形在一个周期内的数学表达式为 
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代入公式 5.3 得 
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图 5.4 b 所示是波形的幅频谱图。 
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图 5.4  周期性矩形波及其频谱图 

上例揭示出周期方波可以分解为无穷多个谐波，在MATLAB命令界面下（Command Windon 

Font）键入如下程序： 

A=4; 

w0=pi/0.1; 

t=-0.5:.001:0.5; 

cosine=sin(w0*t)+(1/3)*sin(3*w0*t)+(1/5)*sin(5*w0*t)+(1/7)*sin(7*w0*t)+(1/9)*sin(9*w0

*t)+(1/11)*sin(11*w0*t)+(1/13)*sin(13*w0*t)+(1/15)*sin(15*w0*t)+(1/17)*sin(17*w0*t)+(

1/19)*sin(19*w0*t); 

plot(t,cosine) 

则显示： 
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图 5.5  用谐波合成周期方波 
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5.2.4  复数形式的傅里叶级数 

傅里叶级数三角函数展开式虽然能够很清楚的表示原函数中所包含的各个谐波分量，

但是其积分运算比较复杂，特别是当原函数 ( )tx 为复杂的函数时，其计算就更为繁杂，有

时甚至难以计算。 

傅里叶级数也可以表示成复指数形式展开式。根据欧拉公式 

θθθ sincos je j ±=±                          （5.7） 

则公式 5.3 可转换为 
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式中： nC 表示周期信号 ( )tx 的复振幅，称为傅立叶系数 

( )∫
−

−= 2

2

0
1 T

T
tjn

n dtetx
T

C ω                         （5.9） 

0=n ， 1± ， 2± ， LL  

一般情况下 nC 是复数，可以写成 

n
j
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式中： nC ——复数 nC 的模； 

nϕ ——复数 nC 的幅角。 

若 

( ) ( )nnn CjCC ImRe +=                           （5.11） 

式中： ( )nCRe ——复数 nC 的实部； 

( )nCIm ——复数 nC 的虚部。 

则有 
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同时可得： 
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根据 0ωnCn − ， 0ϕϕ nn −  ( 0=n ,±１、±2 LL )的函数关系可画出复数形式的傅里叶

频谱图。不过它同三角形式的傅里叶频谱图在形式上有所不同，这是由于描述谐波分量的

数学方法不同而造成的，没有什么本质差别。例如一个余弦信号 

( ) tAtx 0cosω=  

它在三角形式的傅里叶级数中仅有一项，即 1=n ，故其谱线只有一条如图 5.6 a 所示，而

用复数表示同一信号时，有 
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故它有两条谱线： 1±=n (图 5.6 b )。 
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图 5.6  三角形式的傅立叶频谱和复数形式的傅立叶频谱 

特别需要指出的是：将一个周期信号展开成复数形式的傅里叶级数后，其频谱图上出

现了负频率。然而频率表示每秒钟的变化次数，它不可能是负值。但是，由于用复数表示

可以得到简练的复数形式的傅里叶级数，此时，允许 n 取负整数，于是出现了所谓的负频

率。在这种形式下， n 单独取正数或单独取负数都不能构成一个谐波分量，只有 kn = 和

kn −= 两项之和才能表示第 k 项。由此可见，负频率的引入仅仅是在将正余弦函数变成一

对指数函数的过程中，为缩短式子长度而采取的一种数学手段。 

图 5.6 a 中的频谱仅在 0>ω 的一边有谱线，称作单边谱。图 5.6 b 中的频谱两边都有

谱线，称作双边谱。由于 nC 与 nC− 是一对共轭复数，其模相等，所以双边谱对称于 nC 轴。 

由公式 5.14 可知，单边谱线高度为双边谱线的二倍。数据处理中常按此关系将它们相

互转化。 

复数形式的傅里叶级数除了可用幅频图和相频图表示外，也可以分别以 nC 的实部和虚

部与频率的关系作图表示。 
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图 5.7  周期三角波 

例 5.2 求图 5.7 所示的周期性三角波的幅频谱。 

解： ( )tx 在一个周期中可表达为 
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其幅频谱(单边谱)如图 5.8 a 所示。若用复数形式表示，则根据 
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2
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可求得如图 5.8 b 所示的幅频谱(双边谱)。 
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图 5.8  周期三角波幅频谱的两种形式 

在 MATLAB 中输入如下程序，可得出图 5.9 所示周期三角波幅频谱和相频谱： 

N=8; 

n1=-N:-1;  

c1=-2*j/pi^2./n1.^2; 

c0=1/2; 

n2=1:N; 

c2=-2*j/pi^2./n2.^2; 

cn=[c1 c0 c2]; 

n=-N:N; 

subplot(2,1,1); 

stem(n,abs(cn)); 

ylabel('Cn的幅度'); 

subplot(2,1,2); 

stem(n,angle(cn)); 

ylabel('Cn的相位'); 

xlabel('\omega/\omega0'); 
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图 5.9  周期三角波的频谱 

通过以上例题可以看出，周期信号有以下几个特点： 

（1） 周期信号的频谱是由无限多条离散谱线组成，每一条谱线(单边谱)代表一个

谐波分量； 

（2） 各次谐波的频率只能是基波频率的整数倍； 

（3） 谱线的高度表示了相应谐波分量的幅值大小。对于工程中常见的周期信号，

其谐波幅值的总的趋势，是随着谐波次数的增高而减小。当谐波次数无限增高时，其幅值

就趋于零。 

上述三大特点，分别称为周期信号频谱的离散性、谐波性和收敛性。 

进一步分析还可发现：信号波形越接近于正弦波，其谱线越稀。信号波形与正弦波相

差越大，特别是当信号含有脉冲性突变时，其谐波成分就越丰富。另外，信号波形越接近

于正弦波，幅值下降越快，例如，谐波幅值大于基波幅值的 2%的谐波分量，矩形波有 25

个，全波整流信号有 6个，三角波仅有 4 个。由此可知，对于工程中遇到的大多数周期信

号，可以忽略那些次数过高的谐波分量，用有限个谐波之和来代替傅里叶级数中的无限多

项，而不会引起太大的误差。从基波开始，到还需要考虑的 高谐波分量的频率间的频段，

称为信号的频带宽度，这在选用仪器时要充分注意。 

5.3 非周期信号及其频谱 

5.3.1  傅里叶积分 

非周期信号是指在时域上不按周期重复出现，但仍可用准确的解析数学关系表达的信

号。非周期信号包括准周期信号和瞬变非周期信号两种。 

1.  准周期信号 



 123

复杂周期信号可以用傅里叶级数展开成许多以至无限项正(余)弦谐波信号之和，其频

谱具有离散性。反之，几个正(余)弦信号叠加是否一定是周期函数，这主要取决于组成此

信号的各正(余)弦信号的频率之比。如果组成信号的各正(余)弦信号的频率比是有理数，

那么就可以找到它们之间的公共周期，这些正(余)弦信号合成后仍为周期信号，因为经过

公共周期后又会重演原来信号。但若各正(余)弦信号的频率比不是有理数，例如　

( ) tttx 00 2sinsin πωω += ,各正(余)弦信号间找不到公共的周期，它们在合成后不可能经过某

一周期重复，所以合成后不可能是一个周期信号，但是这样的一种信号在频域表达上却是

离散频谱，这种信号称之为准周期信号。在工程技术领域内，不同的相互独立振源对某对

象的激振而形成的振动往往是属于这一类的信号。 

2.  瞬变非周期信号与连续频谱 

瞬变非周期信号是指除准周期信号以外的非周期信号。通常所称非周期信号就是指这

种信号。常见的瞬变非周期信号如图 5.10 所示。 

0 0 0 0

( )tx1 ( )tx2 ( )tx3 ( )tx4

t t t t  
图 5.10  非周期信号 

下面只讨论瞬变信号，在本书以后的叙述中，凡提到的非周期信号均指瞬变信号。 

非周期信号按照定义不能按傅里叶级数分解成许多正(余)弦谐波之和。但为了了解其

频域描述，可援引周期信号的方法加以解决。将一非周期信号仍当作周期信号处理，认为

其周期趋于无穷大。 

如设 ( )tx 为周期信号，其频谱应为离散的。当认为 ( )tx 的周期趋于无穷大时，则该信号

即成为非周期信号。从频谱图可以看出，周期信号频谱谱线的频率间隔 T/20 πωωΔ == ，

当周期T 趋于无穷大时，其频率间隔趋于无穷小，所以非周期信号的频谱应该是连续的。

如周期信号 ( )tx ,在 ( )2/,2/ TT− 区间内傅里叶展开式为 

( ) ∑
∞

−∞=
=

n

tjn
neCtx 0

ω  

　其中 

( )∫
−

−= 2

2

0
1 T

T
tjn

n dtetx
T

C ω  

将 nC 代入上式，得 

( ) ( )∑ ∫
∞

−∞= −

−
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
=

n

tjn
T

T
tjn edtetx

T
tx 002

2

1 ωω  

( )∑ ∫
∞

−∞= −

−
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
=

n

tjn
T

T
tjn

T
edtetx π

π
ωω 2

2
1

002

2
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式中， n 取整数 0，±1，±3，…，因而各谐波频率 0ωn 只能取离散值；相邻谐波谱线间的 

频率增量 

( )
T

nn πωωωωΔ 21 000 ==−+=  

于是上式可写成 

( ) ( )∑ ∫
∞

−∞= −

−
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
=

n

tjn
T

T
tjn edtetxtx ωΔ

π
ωω

002

2
2
1

 

当信号的周期T 不断增大时，谱线间的频率增量 ωΔ 不断减小，即谱线变得愈来愈密。

若 ∞→T ，则 0→ωΔ ，原来只能取离散值的谐波频率 0ωn 变为可连续取值的连续变量 0ω 。

不仅如此，而且原来在频谱图上代表谐波幅值的谱线高度的含义也发生了本质的变化，这

点以后将要提到。 

在数学上， ∞→T ，就意味着上式中∑ ∫→ ， ωωΔ d→ , ∫ ∫
−

∞

∞−
→2

2

T

T ，于是 

( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= ω

π
ωω dedtetxtx tjtj

2
1

 

将 fπω 2= 代入上式得 

( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= dfedtetxtx ftjftj ππ 22                  （5.15） 

这样就避免了在傅里叶变换中出现 π2/1 的常数因子，使公式简化。 

公式 5.15 称为傅里叶积分，其存在条件是： 

(1) ( )tx 在有限区间上满足狄里赫条件； 

(2)积分 ( )∫
∞

∞−
dttx 收敛，即 ( )tx 在无限区间上绝对可积。 

周期信号可以通过傅里叶级数分解成为无限多项谐波的代数和。与此类似，非周期信

号则可通过傅里叶积分“分解”成“无限多项谐波”的积分和。从所起的作用看，傅里叶

积分与傅里叶级数类似。 

5.3.2  傅里叶变换与非周期信号的频谱 

在公式 5.15 括号里的积分中，t 是积分变量，因此积分的结果是一个以频率 f 为自变

量的函数。记作 

( ) ( )∫
∞

∞−
−= dtetxfX ftj π2                         （5.16） 

此式称为函数 ( )tx 的傅里叶变换 ( )FT 。傅里叶变换是把时域函数 ( )tx 变换为频域函数 ( )fX

的桥梁，其功能与公式 5.9 类似。只是 nC 中的自变量 0ωn 只能跳变取离散值，而 ( )fX 中 f

可连续取值。此外， ( )fX 与 nC 的量纲也有差别，这点下面将要论述。 

将公式 5.16 代入公式 5.15，可得到傅里叶反变换 ( )IFT 公式 

( ) ( )∫
∞

∞−
= dfefXtx ftj π2                         （5.17） 
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它把经过傅里叶变换后得到的频域 ( )fX 再变成时域函数。由此可知，傅里叶变换与傅里叶

反变换构成一对傅里叶变换对，即 

( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )[ ] ( ) ⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

==

==

∫

∫
∞

∞−
−

∞

∞−
−

dfefXfXFtx

dtetxtxFfX

ftj

ftj

π

π

21

2

                      （5.17） 

)(tx )(fX
FT

IFT                            

值得指出的是：傅里叶级数和傅里叶变换虽然都可理解为把一个信号分解为其它简单

波形的“叠加”，但两者的叠加有着本质的差异。傅里叶级数是离散的叠加，其谐波中存在

着一个基本频率 0ω ，其余频率是 0ω 的整数倍，所以叠加的结果是一个周期为 ( )0/2 ωπ=TT 的

信号。而傅里叶变换则是“连续的叠加”，虽然叠加的每一项 ( ) dfefX ftj π2 都可看作周期函

数(周期为 f/1 )，但不存在什么基本频率，因而叠加的结果必然是非周期信号。更为重要

的是： ( ) dfefX ftj π2 是一个无穷小量，它表示非周期信号 ( )tx 在频率等于 f 处的谐波分量的

幅值趋近于零。只有在一定的频带内，该谐波分量才具有一定的大小。由此可知，非周期

信号 ( )tx 的傅里叶变换 ( )fX 本身并不能代表谐波分量的幅值，只有在一定频带内对频率 f

积分后才含有幅值意义。从量纲上看， ( )dffX 具有幅值的量纲，而 

( ) ( )
df

dffXfX =  

则具有幅值/频率的量纲，或称单位频率上的幅值，即有分布密度的含义，故称 ( )fX 为信

号 ( )tx 的频谱密度。由此看来，非周期信号的频谱具有两大特点：连续性和密度性。因此，

非周期信号的频谱应叫频谱密度，不过习惯上仍称频谱。 

前面已经提到，周期函数的傅里叶系数是一个复数。与此类似，非周期信号 ( )tx 的傅

里叶变换 ( )fX 是一个以实变量 f 为自变量的复变函数，它可表示为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )fj
IR efXfjXfXfX ϕ=+=                  (5.19) 

式中： ( )fX R —— ( )fX 的实部； 

( )fX I —— ( )fX 的虚部； 

( )fX ——非周期信号 ( )tx 的幅频谱， ( ) ( ) ( )fXfXfX IR
22 += ； 

( )fϕ ——非周期信号 ( )tx 的相位频谱， ( ) ( )
( )⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡= fX

fXarctgf
R

Iϕ 。 

由于 

( ) ( )∫
∞

∞−
−= dtetxfX ftj π2  

( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
−= ftdttxjftdttx ππ 2sin2cos  

( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
+=− ftdttxjftdttxfX ππ 2sin2cos  
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所以 ( )fX 与 ( )fX − 是一对共轭复数，其模相等。因此 ( ) ffX − 曲线对称于纵轴如图(5.11 a )

所示，并称为双边谱。为了在工程上应用方便，把负频率半边的谱图折算到正频率半边而

得到单边谱图 5.11 b 此时的谱图高度为双边谱的 2 倍。 

图 5.11 b 中的阴影面积(即幅值谱密度在 fΔ 区间上的积分)表示非周期信号的 fΔ 频带

上的谐波分量的幅值，而频率恰好等于 nf 的谐波分量幅值为零。可见非周期信号的谐波分

量是依一定密度分散在 ∞~0 的连续频带内的，而周期信号的谐波分量则是依一定规律集

中在一些离散的频率上，这就是两者的本质差别。 

( )fX ( )fG

0 0f fnf

fΔ

)a )b
 

图 5.11  非周期信号的幅值谱密度 

)a 双边谱   )b 单边谱 

例 5.3 求图 5.12 a 所示的单个矩形脉冲的频谱，其中 

   ( )
⎩
⎨
⎧

=
0
1

tu   

2

2
τ

τ

>

≤

t

t
 

解：设 ( )tu 的傅立叶变换为 ( )fU ，由傅立叶变换定义： 

( ) ( )∫
∞

∞−
−= dtetufU ftj π2  

dte ftj∫
−

−= 2

2

2
τ

τ
π  

( )τπτπ
π

fjfj ee
fj

22
2

1
−

−
= −  

τπ
τπτ

f
fsin

=  

( )τπτ fcsin=  

相应的频谱如图 5.12 b 所示。 

t f0 0

( )tu ( )fU

1
τ

2
τ

2
τ

−
τ
1

τ
1

−
τ
3

τ
3

−

)a )b
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图 5.12  单个矩形脉冲及其频谱 

)a 单个矩形脉冲  )b 频谱 

定义
x

xx sinsinc = ，叫做 sinc (赛音克)函数。该函数值由数学表可查得，它以 π2 为周期

并随 x 的增加而做衰减振荡。 xsinc 函数是偶函数，在 τ/n  ( n =±1,±2，±3，…)处其值为零。 

由于 xsinc 函数在傅里叶分析及线性时不变系统的研究中起着非常重要的作用。 

在 MATLAB 中编辑如下程序: 

A=4; 
w0=40*pi; 
phi=pi/6; 
t=-0.5:.001:0.5; 
cosine=A*sin(w0*t+phi)./(w0*t+phi); 
plot(t,cosine) 

则显示： 

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

si
nc

(t)

t

 

图 5.13  在 MATLAB 中生成的 sinc 函数 

5.3.3  傅里叶变换的性质 

如前所述，傅里叶变换是信号分析及处理中，进行时间域和频率域之间变换的一种基

本数学工具。当信号在时间域中的变化规律改变后，其在频率域中的变化规律也会对应改

变；同样，当信号在频率域中的变化规律改变后，其在时间域中的变化规律也会对应改变。

这种改变的对应关系，体现在傅立叶变换的性质中。 

傅立叶变换的主要性质有：奇偶虚实性、线性叠加性、对称性、时移性、频移性、尺

度改变性、卷积定理、微分特性和积分特性等。傅立叶变换的主要性质列于表 5.1 中。 

表 5.1  傅立叶变换的主要性质 

性质 时域 频域 

实偶函数 实偶函数 奇偶虚实性 

实奇函数 虚实函数 
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虚偶函数 虚偶函数 

虚奇函数 实奇函数 

线性叠加 ( ) ( )tbytax +  ( ) ( )fbYfaX +  

对称 ( )tX  ( )fx −  

尺度改变 ( )ktx  ( ) kkfX //  

时移 ( )0ttx −  ( ) 02 ftjefX π−
 

频移 ( ) tfjetx 02πm
 ( )0ffX ±  

翻转 ( )tx −  ( )fX −  

共轭 ( )tx ∗
 ( )fX −∗

 

时域卷积 ( ) ( )tytx ∗  ( ) ( )fYtX  

频域卷积 ( ) ( )tytx  ( ) ( )fYfX ∗  

时域微分 ( ) nn dttxd /  ( ) ( )fXfj nπ2  

频域微分 ( ) ( )fxtj nπ2−  ( ) nn dtfXd /  

积分 ( )∫ ∞−

t

dx ττ  ( ) fjfX π2/  

 

5.3.4  几种特殊信号的频谱 

1.  矩形窗函数及频谱 

矩形窗函数即为单个矩形脉冲函数，其频谱在本节例 5.3 中已讨论。一个在时域有限

区间有值的信号，其频谱却延伸至无限频率。在时域中，若截取信号的一段记录长度，则

相当于原信号和矩形窗函数乘积，根据傅里叶变换的频域卷积特性，所得信号的频谱将是

原信号频谱函数和 sinc 函数的卷积，它将是连续的，频率无限延伸的频谱。 

2.  单位脉冲函数(δ 函数)及频谱 

1)  δ 函数的定义　 

在数学上，如果函数 ( )tsε 仅在区间 [ ]ε,0 上具有脉冲样图形(矩形脉冲、三角形脉冲等)，

并且此图形与 t 轴围成的面积为 1(图 5.14 a )，那么当脉冲宽度 0→ε 时，函数 ( )tsε 的极限

称为δ 函数。根据此定义不难看出δ 函数有如下特点： 

( )
⎩
⎨
⎧∞

=
0

tδ     
0
0

≠
=

t
t

                          （5.20） 

( ) ( )∫ ∫
∞

∞−
== 1

0

ε
εδ dttsdtt                         （5.21） 
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0

( )tsε

ε t 0 t

)1(

)a )b

( )tδ

 

图 5.14  δ 函数 

)a 脉冲  )b 有向线段 

在工程上，常将δ 函数用一个高度等于 1 的有向线段来表示，如图 5.14 b 所示，这个

线段的高度表示δ 函数的积分，亦称δ 函数的强度（并非幅度值）。用这种方法表示的δ 函

数称为单位脉冲函数。 

2)  δ 函数的采样性质 

若 ( )tx 为一时域连续信号，则乘积 ( ) ( )txtδ 仅在 0=t 处得到 ( ) ( )0xtδ ,其余均为零，于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
=== 000 xdttxdtxtdttxt δδδ  

可见 ( )tδ 与 ( )tx 相乘后积分，其作用就是取出了信号 ( )tx 在 0=t 时刻的一个值， ( )0x 为一个

采样点。 

同样，对有延时的δ 函数 ( )0tt −δ ,其值仅在 0tt = 时刻才不为零，于是 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
−=− dttxttdttxtt 000 δδ  

( ) ( )∫
∞

∞−
−= dttttx 00 δ  

( )0tx=  

此时，得到了 ( )tx 在 0tt = 时刻的一个采样点 ( )0tx 。 

在工程上，利用单位脉冲函数的概念，可将采样过程看成是信号与单位脉冲函数的简

单乘积。 

3)  δ 函数的频谱 

将δ 函数进行傅里叶变换，即可得到其频谱函数： 

( ) ( )∫
∞

∞−
−= dtetf ftj πδΔ 2  

( )∫
∞

∞−
= dtte δ0  

1=                                   (5.22) 

可见时域的脉冲信号具有无限宽广的频谱，而且各频率上的信号强度都相等。在信号

的检测中，一般爆发电火花地方(如雷电、火花塞等)都会对测试系统引起严重干扰，这是

因为尖脉冲(类似δ 函数，能量均匀地分布在 ∞~0 的频带内)的高频部分以射频形式发射出

来，对测试系统形成干扰的缘故。凡是频谱为常数的信号俗称白噪声。“白”是由白色光引

申而来，意即白色的光谱频率丰富。δ 脉冲就是一种理想的白噪声。 
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根据傅里叶变换的对称性、时移性和频移性等，可得到下列傅里叶变换对： 

时域              频域 

( )

( )
tfje

tt

t

0
2

0

1

π

δ

δ

−
   

⇔
⇔
⇔
⇔

     
( )

( )⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

−

−

0

2
0

1

ff
e

f
ftj

Δ

Δ
π                （5.23） 

4)  δ 函数与其它函数的卷积 

在函数卷积运算中，若其中有一个函数是δ 函数，则运算极为简便。例如，若 ( )fU 为

图 5.15 所示的矩形函数， ( ) ( ) ( )ss fffff ++−= ΔΔΔ 为在频率轴上的两个单位脉冲函数，

则其卷积 

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
−=∗ τττΔΔ dfUfUf  

( ) ( )[ ] ( ) τττδτδ dfUff ss −++−= ∫
∞

∞−
 

根据δ 函数的采样性质 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
−−=−− ττδτττδ dfffUdfUf sss  

( )sffU −=  

所以 

( ) ( ) ( ) ( )ss ffUffUfUf ++−=∗Δ  

由此得出一个重要结论：任意函数和δ 函数的卷积，就是简单地将该函数在自己的横

轴上平移到δ 函数所对应的位置。此结论对时域函数同样适用。 

f

f

f

0

0

0

A

( )fU

( )fΔ

)1(

sf

sf

sf−

sf−

( ) ( )fUf ∗Δ

 

图 5.15  函数与δ 函数的卷积 

3.  周期性单位脉冲序列及频谱 

等间隔的周期性单位脉冲序列，周期为 ST ，如图 5.16 a 所示。它的数学表达式为 
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( ) ( )∑
∞

−∞=
−=

n
Sn nTtt δδ                        （5.24） 

LL，，， 210 ±±=n  

若用傅里叶级数表示，则 

( ) ∑
∞

−∞=
=

n

tnfj
nn SeCt πδ 2

                        （5.25） 

( )∫
−

−= 2

2

21 S

S
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S

n dtet
T

C πδ  

( )∫
−

−= 2

2

21 S

S

S

T

T
tnfj

S
dtet

T
πδ  

S
t

tnfj

S T
e

T
S

11
0

2 == =
− π  

所以 

( ) ∑
∞

−∞=
=

n

tnfj

S
n Se

T
t πδ 21

                       （5.26） 

根据公式 5.23 并对公式 5.26 两端取傅里叶变换，即得 ( )tnδ 的频谱 

( ) ( )∑
∞

−∞=
−=

n
S

S
n nff

T
f ΔΔ 1

 

∑
∞

−∞=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

n SS T
nf

T
Δ1

                   （5.27） 

由其频谱图(图 5.16 b )可以看出，时域中周期为 ST 的脉冲序列，在频域中乃是周期为

ST/1 的脉冲序列，其幅值为时域中脉冲幅值的 ST/1 倍。 

0 0
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sT sT2sT−sT2− t
sT
1
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sT
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sT
3

−
sT
4

−
sT
1

sT
2
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3 f

sT
1

sT
4

)a )b

( )tnδ ( )fnΔ

 

图 5.16  周期单位脉冲序列及其频谱 

)a 周期单位脉冲序列  )b 频谱 

用计算机进行信号分析时，首先要将连续的模拟信号 ( )tx 变为一连串离散的时间序列。

以数字量的形式存入一个个内存单元，然后进行各种计算。为了实现这一过程，可先用 ( )tnδ

与连续信号 ( )tx 相乘。根据δ 函数的采样性质可知，相乘的结果便得到一离散的时间序列。

由此看来，周期性单位脉冲序列 ( )tnδ 在数学上具有采样功能，因此又称采样函数。相应地，

ST 称采样间隔，也称采样周期，其倒数 SS fT =/1 称采样频率。 
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4.  正(余)弦函数及频谱 

由于正(余)弦函数不满足绝对可积条件，因此不能直接应用傅里叶积分变换式，而需

在傅里叶变换时引入δ 函数。 

根据欧拉公式，正(余)弦函数可写成 

( )tfjtfj eejtf 00 22
0 2

12sin πππ −= −  

( )tfjtfj eetf 00 22
0 2

12cos πππ += −  

　由公式 5.23 即可求得正、余弦函数的傅里叶变换如下(图 5.17)： 

( ) ( )[ ]000 2
12sin ffffjtf −−+⇔ δδπ                 （5.28） 

( ) ( )[ ]000 2
12cos fffftf −++⇔ δδπ                  （5.29） 

t

( ) tftx 02sin π=

0

t

( ) tftx 02cos π=

0

( )fX

( )fX

0f

0f

0f−

0f−

0

0

2
1

2
1

2
1

2
1

−
f

f
 

图 5.17  正、余弦函数及其频谱 

5.4  数字信号分析与处理 

随着计算机技术的发展，特别是 1965 年快速傅里叶变换(FFT)算法问世以来，数字信

号处理得到越来越广泛的应用。现在除了在通用计算机上发展各种数字信号处理软件以外，

还发展了有专用硬件的数字信号处理芯片（DSP），其处理速度已近乎“实时”。数字信号处

理技术已形成了一门新的学科。 

数字处理的特点是处理离散数据，因此首先要把连续信号采样成离散的时间序列。尽

管现在已发展了不少数字式传感器，但传感器所测试的大多数物理过程本质上仍是连续的，

所以总是有一个采样过程。这一过程把连续信号改变成等间隔的离散时间序列，其幅值也

经过量化。此外，数字计算机不管怎样快速，其容量和计算速度毕竟有限，因而处理的数

据长度是有限的，信号必须要经过截断。这样数字信号处理就必然引入一些误差。很自然

会提出这样的问题：如何恰当地运用这一技术，使之能够比较准确地提取原信号中的有用

信息。本节将对用数字方法处理测试信号时的一些基本方法和概念作一些介绍。 

5.4.1 信号的数字化 
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大部分传感器的输出信号都是随时间连续变化的模拟电量，若要采用数字式处理，则

需要将连续模拟量转换成离散数字量，这可利用模/数转换装置( DA / 转换器)来实现。如

图 5.18 所示为数字信号处理系统的简单框图。 

预处理

预处理

A/D转换

A/D转换

数字信
号处理
器或计

算机

结果显示

( )tx

( )ty

( )nx

( )ny

 

图 5.18  数字信号处理系统的简单框图 

　  DA / 转换器的输入量为模拟信号 A 和模拟参考信号 R ，而输出量是数字编码信号

D (一般是按二进制编码)。 A 、 R 和 D 之间的关系可表示为 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡≡

R
AD                                (5.30) 

式中的恒等式和中括号的含义是：在数字能够表示的 精确的范围内，D 是 接近 RA / 之

值。 

这一转换的实现，要经过下述三个过程。 

1.  采样 

采样就是将连续变化的模拟信号离散化的过程。若将一个模拟信号 ( )tx 和一个等间隔

的脉冲序列 ( ) ( )∑
∞

−∞=
−=

n
Sn nTtt δδ ( ST 是采样间隔)相乘，由于δ 函数的采样性质，相乘以后

只有在 SnTt = 处有值。因此，采样后得到如图 5.19 c所示的一系列在时间上离散的信号序

列 ( )SnTx , n =0,1,2……。 
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图 5.19  模拟－数字转换过程 

)a 模拟信号   )b 采样脉冲   )c 离散信号   )d 信号的量化  )e 信号的编码 

由图还可以看出，采样间隔 ST 越小， ( )SnTx 越能如实反映原模拟信号 ( )tx 。而正确的

采样必须保证采样得到的离散序列 ( )SnTx 应该包含原信号 ( )tx 所隐含的主要信息。假如 ST

过大， ( )SnTx 相对于 ( )tx 会失真，也就是经过采样之后的信号 ( )SnTx 不能完全恢复成原信

号 ( )tx 所隐含的主要信息，因而影响数据分析的精度。 ST 过小，则数据的数量过多，使计

算工作量急剧增加。因此，必须有一个选择采样间隔 ST 的准则，以确定 ( )SnTx 不失真的

大允许间隔 ST ，这个准则称为采样定理。 

采样定理指出：一个连续的摸拟波形，若它的 高频率分量为 mf ，则当采样频率

mS ff 2≥ 时，采样后的信号可以无失真地恢复成原来的连续信号。 

2.  量化 

数字信号只能以有限的字长表示其幅值，对于小于末位数字所代表的幅值部分只能采

取“舍”或“入”的方法。 

量化过程就是把采样取得的各点上的幅值与一组离散电平值比较，以 接近于采样幅

值的电平值代替该幅值，并使每一个离散电平值对应一个数字量(图 5.19 d )。若两相邻量

化电平之间的增量为 xΔ ，则量化误差 大为 2/xΔ± ，由此可见，在量化过程中相邻量化电

平之间的增量越小(供比较的离散电平值的数量越多)，误差越小。 

3.  编码 

编码过程是把已量化的数字量用一定的代码表示并输出。通常采用二进制代码。经过

编码之后，信号的每个采样值对应一组代码(图 5.19 e )。 

5.4.2 离散傅里叶变换(DFT) 

随着数字计算机的普及和应用，人们越来越多地利用数字计算机来进行傅里叶变换，
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以提高处理速度和处理精度。数字计算机不能对一个连续的模拟信号进行处理。其原因是：

第一，数字计算机仅能处理离散数据。第二，计算机的内存容量总是有限的，它不能存放

无限多的采样数据。因此“数值离散”和“点数有限”是使用数字计算机进行傅里叶变换

的两大特点，为了区别常见的傅里叶变换，我们称它为离散傅里叶变换。 

下面从连续傅里叶变换出发，从图形上来认识离散傅里叶变换的演变过程及出现的问

题。 

图 5.20 a 所示是某一连续信号 ( )tx 及其傅里叶变换 ( )fX 。将 ( )tx 乘以采样函数 ( )tnδ (图 

5.20 b )得到一无限的离散函数 ( ) ( ) ( )ttxtx nδ=1 (图 5.20c)。根据卷积定理(时域的乘积对应

于频域的卷积)可知， ( )tx1 的傅里叶变换 ( ) ( ) ( )ffXfX nΔ∗=1 。而函数与δ 函数的卷积就是

把该函数简单地平移到δ 函数所对应的位置，于是得到图(5.20 c )，比较 ( )fX 1 与 ( )fX 可

知，时域函数的离散导致频域图形的周期化。这是离散傅里叶变换引入的第一次误差。 

至此，采样后的函数 ( )tx1 仍有无限个离散点，而计算机只能接受有限个。因此要对 ( )tx1

进行时域截断，取出 N 个有限点。这在数学上可理解为用一高度为 1 的矩形函数 ( )tu (图

5.20 d )乘以 ( )tx1 ，由于 ( )tu 的作用相当于一个窗户，故称窗函数。T 为截断长度，即采样

时间。截断后的信号为 ( ) ( ) ( )tutxtx ⋅= 12 (图 5.20 e )，其傅里叶变换 ( )fX 2 仍利用频域的卷积

( ) ( )fUfX ∗1 进行计算。卷积的结果使得在 ( )fX 1 的基础上出现许多皱波（Ripple），即与截

断前信号的频谱不同了，这说明信号所包含的能量也发生变化，我们称此种现象为泄漏。 
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图 5.20  离散傅立叶变换的图解说明 

)a 模拟信号及其傅立叶变换  )b 采样信号及其傅立叶变换 

)c 离散信号及其傅立叶变换  )d 矩形函数及其傅立叶变换 

)e 矩形函数采样信号及其傅立叶变换  )f 频域采样函数及其傅立叶逆变换 

)g 离散信号傅立叶变换 

泄漏是由于窗函数 ( )tu 频谱 ( )fU 有许多旁瓣而引起的(图 5.20 d )，中间的主峰叫做主瓣，

在主峰两侧出现的一系列小峰叫旁瓣，所以把窗函数的频谱出现旁瓣的现象称为泄漏。如

果增加采样时间T ，则 ( )fU 将变窄变高，泄漏就随之减小（如图 5.22 所示）。当 ∞→T (即

不施行时域截断)时， ( )fU 变为δ 函数，皱波便完全消失。可见时域函数的截断导致频域

函数出现皱波，这是离散傅里叶变换引入的第二次误差。 

图 5.20 e中的傅里叶变换对、频域函数 ( )fX 2 仍不是计算机能接受的离散函数，因此

还须乘以频域采样函数 ( )fkΔ (图 5.20 f )，得到 ( ) ( ) ( )ffXfX kΔ23 = (图 5.20 g )。根据卷

积定理， ( )fX 3 的傅里叶逆变换为 ( ) ( ) ( )ttxtx kδ∗= 23 。至此，得到了如图 5.20 g )所示的离
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散傅里叶变换对，它在时域和频域都是用离散值表示的。 

在理解离散傅里叶变换时，特别要注意的是，时域上采样的结果将得到频率的周期函

数(图 5.20 c )；而频域上采样的结果将得到时间的周期函数(图 5.20 g )。由此可知，离散

傅里叶变换需要将原时间函数和频率函数都修改成周期函数。换句话说，离散傅里叶变换

意味着在时域、频域两方面都周期化。不过在计算机中仅存储了 N 个时域采样值和 N 个频

域采样值，它们分别表示时域波形和频域波形的一个周期，并且近似于原来的连续傅里叶

变换对。 

按照上述推演离散傅里叶变换的思路，可从理论上导出离散傅里叶变换的数学表达式 

( ) ( ) ( )1,,3,2,1,0
1

0

/2 −== ∑
−

=

− NkenxkX
N

n

Nknj Lπ                (5.31) 

( ) ( ) ( )1,,2,1,01 1

0

/2 −== ∑
−

=
NnekX

N
nx

N

n

Nnkj Lπ                (5.32) 

式中: ( )kX ——频率分辨力为 Tf /1=Δ 的 N 个频域采样值； 

( )nx ——时间采样间隔为T 的 N 个时域采样值。 

例 5.4 求序列 ( ) { }0,1,2,1=nx 当 4=N 的离散傅立叶变换 ( )kX 。 

解 由公式 5.31： 

0=k ： ( ) ( ) 401210 000
3

0

/2 =+++== ∑
=

− eeeenxX
n

Nnkj π  

1=k ： ( ) ( ) 201211 4/1224/1120
3

0

/2 jeeeenxX jj

n

Nnkj −=+++== ×−×−

=

−∑ πππ  

2=k ： ( ) ( ) 001212 4/2224/2120
3

0

/2 =+++== ×−×−

=

−∑ πππ jj

n

Nnkj eeeenxX  

3=k ： ( ) ( ) 201213 4/3224/3120
3

0

/2 jeeeenxX jj

n

Nnkj =+++== ×−×−

=

−∑ πππ  

因此可得 ( )tx 的 4 点 DFT： ( ) { }2,0,2,4 jjkX −=  

5.4.3  数字式分析处理中的若干问题 

1.  频率混淆 

由图 5.20 c中可以看出，时域的采样引起了频域的周期化。这时如果采样频率 Sf 选得

足够高。则频域各周期的图形不会发生重叠。与此同时，在应用中仅取 [ ]2/,2/ SS ff− (双

边谱)或仅取 [ ]2/,0 Sf (单边谱)进行分析，其余各周期不予理会，则频域周期化所带来的误

差就可能完全避免。工程上，称采样频率的一半 2/Sn ff = 为奈奎斯特频率或截止频率。 

如果由于原信号频带很宽或采样频率 Sf 选得太低，则频域中相邻周期的波形就会发生

重叠，从而引起误差(图 5.21)。这种现象称频率混淆，简称频混。 

fsf
2
sf mf

2
sf−

( )fX1

0
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图 5.21  混叠现象 

如果一个信号的频谱具有无限的带宽，则不论如何选择采样频率 Sf ，频混误差都不可

避免。然而这种信号并不多见，比较常见的是一个有用的低频信号混进了一个高频的噪声

信号。因此在采样之前先用低通滤波器滤去高频噪声，这种低通滤波器称为抗混淆滤波器。

在现代数字式分析系统中，它已被列为基本组成环节。抗混淆滤波器的截止频率选为

2/Sf 。 

2.  采样频率及频率分辨力 

由采样定理可知：对于一个频率为 mf~0 的有限带宽连续信号进行采样，只有当采样

频率 mS ff 2≥ 时，其离散傅里叶变换才不发生频率混淆，因而只有用这样采样的点才能得

到离散信号的频谱。同时也只有用这样采样的点才能够完全恢复原时域信号的连续波形

( )tx ，不过此时要借助插值公式 

( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=

−−
=

n S

S

S

S
S T

nTt
T

nTtnTxtx ππ /sin                  (5.33) 

来求出采样点以外的其它点。 

采样定理要求 mS ff 2≥ ，但采样频率 Sf 并非选得越高越好。由 N 个时域采样点进行离

散傅里叶变换，得到 N 个频域点，俗称 N 条谱线，对应的频率范围为 [ ]2/,2/ SS ff− ，因此

相邻谱线的频率增量为。 

N
f

N

ff

f S

SS

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

= 22Δ                           (5.34) 

可见当采样点数 N 一定时，采样频率 Sf 越高，频率增量大，频率分辨力越低。因此，

在满足采样定理的前提下，采样频率不应选得过高。一般取 ( ) mS ff 3~2=  就够了。 

由公式 5.34 可以看出，采样频率 Sf 选定后，要想提高频率分辨力，就要增加采样点

数 N ，这就意味着要增加采样时间，多占计算机内存容量和延长计算时间。为解决此矛盾，

可采用小波变换等现代信号分析处理方法。小波变换具有多分辨率的特点，可以按粗细不

同的尺度观察信号，对频率信号的分析采用不同的分辨率，弥补了常规分析方法的不足。 

3.  采样点数 N 的选择 

离散傅里叶变换为使用计算机进行频谱分析提供了理论依据，但还存在一个实际问题，

就是计算工作量太大，即使利用计算机这个强有力的快速计算工具也要花费很长的时间。

于是人们力图寻找一种快而简便的算法，使离散傅里叶变换真正具有实用价值。1956 年美

国人库利(J.W.Cooley)、图基(J.W.Tukey)提出了一种称为快速傅里叶变换(FFT)的算法，

问题才得到了圆满解决。FFT 算法将 DFT 算法的计算速度提高到原来的 NN 2log/ 倍，使傅

里叶变换可以在一瞬间完成。目前已有很多关于离散傅里叶变换的硬件、软件及专用机，

可供使用。 

FFT 算法(后面有简单介绍)要求采样点数 N 必须是 2 的正整数次幂，因此采样点数 N

必须选用为 PN 2= ( P 为正整数)，还常取 11~9=P ，采样点数取得过多则计算时间太长。 

4.  窗函数、截断和泄漏 

信号的历程一般较长，在进行数字信号处理技术时要进行截断。截断就是将无限长的

信号乘以有限宽的窗函数。“窗”的意思是指透过窗口能够“看到‘外景(信号)’”的一部
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分。 简单的窗是矩形窗(图 5.22)，其函数为 

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

0
2
1
1

tω    

Tt

Tt

Tt

>

=

<

                             (5.35) 

其频谱函数为 

( ) ( ) ( )fTT
fT

fTTfW π
π
π 2sinc2

2
2sin2 ==                      (5.36) 

对信号截取一段 ( )TT ,− ，就相当于在时域中 ( )tx 乘以矩形窗函数 ( )tω ，于是有 

( ) ( ) ( ) ( )fWfXttx ∗⇔ω  

t f0 0

( )tω ( )fW
1

T2

T
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1
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1

−
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( )t'ω ( )fW '

1
'2T

'T'T−
'2

1
T'2

1
T

−
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图 5.22  矩形窗 

由于 ( )tω 是一个频带无限的函数，所以即使 ( )tx 是限带信号，而在截断以后也必须成

为无限带宽的函数，这说明信号的能量分布扩展了。又从上面的讨论可知，无论采样频率

多高，只要信号一经截断就不可避免地导致一些误差，这一现象称为泄漏。 

如果增大截断长度，则 ( )fW 图形将压缩变窄(图 5.22 b )，虽在理论上其频谱范围仍

为无穷宽，但实际上中心频率以外的频率分量衰减较快，因而泄漏误差将减小。当T 趋于

无限大时，则 ( )fW 将变为 ( )fΔ 函数，而 ( )fΔ 函数与 ( )fX 的卷积仍为 ( )fX 。这就说明了：

如果不截断就没有泄漏误差。 

一个时域信号愈是变化剧烈(即愈含有脉冲性突变或阶跃性突变)，其频率成分越丰富。

泄漏与窗函数频谱的旁瓣有关。矩形窗函数频域中的旁瓣就是由于窗两端的阶跃性突变所

致。因此，只要选择两端比较平滑的窗函数，便能减少泄漏误差。根据这一原理，人们提

出了许多实用的窗函数，如汉宁窗、哈明窗、高斯窗、三角窗等。图 5.23 给出了它们的图

形。 

比较 5 种窗，矩形窗旁瓣 高但主瓣 窄，高斯窗旁瓣 低但主瓣却 宽， 理想的

窗函数应该是主瓣窗窄而旁瓣低。因此在处理数据时，要根据具体要求来选择窗函数。一

般来说应注意下述几点： 
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第一，如果要分析信号中那些幅值很小的频率成分(即次要的频率成分)，则不能用矩

形窗，应该用泄漏 小的高斯窗。因为那些幅度较小的谱密度将被矩形窗本身引起的皱波

所淹没。 

第二，如果仅仅分析信号的主要频率成份，而不考查频谱的细微结构，则可用计算

为简单的矩形窗。 
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图 5.23  常用窗函数 

)a 汉宁窗  )b 哈明窗  )c 高斯窗  )d 三角窗 

第三，如果要两者兼顾，则可用汉宁窗或哈明窗，而哈明窗的应用 为广泛。 

需要指出的是，除了矩形窗外，其它窗在对时域函数截断的同时，还对时域函数的幅

值有影响，导致频域函数幅值下降，因而要乘以一个修正系数进行修正，这点在计算时要

特别注意。 

5.  平均化处理 

离散傅里叶变换是连续傅里叶变换的一种近似。对信号进行截断分析，用数学的语言

来说就是抽出总体信号的一个样本进行分析。如果多抽出一些样本进行离散傅里叶变换，

后取其平均值，必然会抵消一些随机误差而获得较高精度，这种方法称为平均化。它在

数据处理中得到了广泛的应用。具体做法是先把足够多的点数采入计算机存储器，然后一

段接一段进行分析， 后取平均。若总点数不够，取用时各断之间可以交叉，使同一数据

能够多段重复使用。 

5.4.4 快速傅里叶变换(FFT) 

快速傅里叶变换(FFT)是离散傅立叶变换（DFT）的快速算法，它在确定 DFT 的系数

时，使所要求的乘法及加法次数减少。FFT 的算法有很多种，其中大多数已编制了程序，

从而使应用于数字频谱分析、滤波器模拟及相关领域的计算技术产生了较大的发展。 

在按照公式 5.31 的离散傅里叶变换直接计算 ( )kX 值时，对于 N 个 ( )kX 中的每一个必

须作 N 次 ( )nx 乘以 Nknje /2π− ，所以共有 2N 次复数乘法运算，而且还要作 ( )1−NN 次复数相加

的运算。计算工作量直接与 N 的大小有关，当 N 较大时，计算工作量将急剧增加。 

FFT 算法的实质就是把一个长数据序列 ( )nx ，经多次分选抽取， 终分割成 2/n 个，

每个有两个数据的序列作 DFT 计算，分别算出分割后比较短的子序列的频谱，然后按一定

的规则组合，即可得到整个序列 ( )nx 的频谱。 

例如有一数据序列 ( ){ }nx , n =0,1,2，……， 1−N ，如图 5.24 所示( N =8)。将序列 ( ){ }nx

按偶数项和奇数项，经一次抽取组合成两个较短的半序列 ( ){ }ny 和 ( ){ }nz ，其中 
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( ) ( )
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如图 5.24 所示。若两个半序列 ( ){ }ny 和 ( ){ }nz 的离散傅里叶变换分别为 ( )kY 和 ( )kZ ，则它

们与 ( )kX 的关系为 
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   （5.38） 

公式 5.38 表明，原序列 ( ){ }nx 的 DFT 能直接根据两个半序列的 DFT 计算出来。 
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图 5.24  原始序列 ( ){ }nx 及其半序列 ( ){ }ny 和 ( ){ }nz  

如果原序列 ( ){ }nx 的总项数 PN 2= ，则可以把它分割成两上半序列，半序列 ( ){ }ny 和

( ){ }nz 又可以分成 4 个 4/1 序列，然后再分成 8 个 8/1 序列，直到 后每个序列只剩下二项

为止。这样，只须对只有二项的“序列”求 DFT，然后应用公式 5.38 逐步“合并”， 终

可求得原序列 ( ){ }nx 的 DFT。按 FFT 算法逻辑步骤，排好程序用电子计算机进行计算。 

在 MATLAB 中可以利用工具函数 fft 进行计算。 

例 5.5  模拟信号 ( ) ( ) ( )tttx ππ 8cos54sin2 += ，以 ( )1~001.0 −== Nnnt 进行取样，分别求其

64=N 和 512=N 点 DFT 的幅值谱。 

解 在 MATLAB 输入如下程序： 

subplot(2,1,1) 

N=64;n=0:N-1;t=0.01*n; 
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q=n*2*pi/N; 

x=2*sin(4*pi*t)+5*cos(8*pi*t); 

y=fft(x,N); 

plot(q,abs(y)) 

title('FFT N=64') 

% 

subplot(2,1,2) 

N=512;n=0:N-1;t=0.01*n; 

q=n*2*pi/N; 

x=2*sin(4*pi*t)+5*cos(8*pi*t); 

y=fft(x,N); 

plot(q,abs(y)) 

title('FFT N=512') 

则得到如下结果： 
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图 5.25  ( )tx 的 64 点和 512 点 DFT 幅值谱 

5.5  随机信号分析与处理 

5.5.1  基本概念 

1.  随机过程 

随机信号是非确定性信号，它不能用确定的数学关系式来描述，不能预测它未来任何

瞬时的精确值，任一次观测值只代表在其变动范围内可能产生的结果之一。但其值的变动
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服从统计规律。描述随机信号必须用概率和统计学的方法。对随机信号按时间历程所作的

各次长时间观测记录称为样本函数，记作 ( )tx (图 5.26)。在有限时间区间上的样本函数称

为样本记录。在同一试验条件下，全部样本函数的集合(总体)就是随机过程，以 ( ){ }tx 表示，

即 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }txtxtxtxtx n,,,, 321 L=                        (5.39) 

虽然随机过程不能用确定的数学关系式表示，但它仍包含一些规律性因素，可以采用

数理统计的方法来描述。 

t
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图 5.26  随机过程与样本函数 

随机过程的基本特性可以从幅值域、时差域和频率域进行数学描述。主要的统计参数

有均值、方差、均方值、概率密度函数、自相关函数、互相关函数、功率谱密度函数和互

谱密度函数等。其中有些统计参数用于描述单个随机信号的数据特性，有些统计参数用于

描述两个或多个随机信号的联合特性。 

随机过程的各种平均值(均值、方差、均方值和均方根值等)是按集合平均来计算的。

集合平均的计算不是沿某单个样本的时间轴进行，而在集合中的某时刻 it 对所有样本函数

的观测值取平均。为了与集合平均相区别，称按单个样本的时间历程进行平均的计算叫做

时间平均。 

随机过程可分为平稳随机过程和非平稳随机过程。 

2.  平稳随机过程 

平稳随机过程就是统计特征参数不随时间变化而改变的随机过程。例如对某一随机过

程的全部样本函数的集合，选取不同的时间 t 进行计算，得出的统计参数都相同，则称这

样的随机过程为平稳随机过程，否则就是非平稳随机过程。 

3.  各态历经随机过程 

若从平稳随机过程中任取一样本函数，如果该单一样本在长时间内的平均统计参数(时
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间平均)和所有样本函数在某一时刻的平均统计参数(集合平均)是一致的，则称这样的平稳

随机过程为各态历经随机过程。显然，各态历经随机过程必定是平稳随机过程，但是平稳

随机过程不一定是各态历经的。 

各态历经随机过程是随机过程中比较重要的一种，因为根据单个样本函数的时间平均

可以描述整个随机过程的统计特性，从而简化了信号的分析和处理。但是要判断随机过程

是否各态历经的随机过程是相当困难的。所以一般的做法是，先假定平稳随机过程是各态

历经的，然后再根据测定的特性返回到实际中分析、检验原假定是否合理。由大量事实证

明，一般工程上遇到的平稳随机过程大多数是各态历经随机过程。虽然有的不一定是严格

的各态历经过程，但在精度许可的范围内，也可以当作各态历经随机过程来处理。事实上，

一般的随机过程需要足够多的样本(理论上应为无限多)才能描述它，而要进行大量的观测

来获取足够多的样本函数是非常困难或做不到的。实际的测试工作常把随机信号按各态历

经过程来处理，以有限长度样本记录观察分析来推断，估计被测对象的整个随机过程。在

测试工作中常以一个或几个有限长度的样本记录来推断整个随机过程，以其时间平均来估

计集合平均。 

5.5.2  各态历经随机过程的统计参数 

下面对各态历经随机过程主要统计参数的定义、物理意义等作简要介绍。 

1.  均值、方差、均方值 

1）  均值 

均值是样本记录所有值的简单平均，即 

( )∫∞→
=

T

Tx dttx
T 0

1limμ                          （5.40） 

式中： ( )tx ——各态历经随机过程的样本记录； 

T ——样本记录时间。 

均值反映了随机信号的静态分量(直流分量)。 

在实际的测试工作中，要获取观测时间T 为无限长的样本函数是不可能的，用有限的

长度样本记录而代之，这样计算的均值称为估计值，以加注“∧”来区分 

( )∫=
T

x dttx
T 0

1μ̂                              (5.41) 

2）  方差 

方差用以描述随机信号的动态分量，它定义为 

( )[ ]∫ −=
∞→

T

xTx dttx
0

22 lim μσ                         （5.42） 

方差的大小反映了随机变量对均值的离散程度，即代表了信号的动态分量(交流分量)。其

正平方根称为标准差。 

方差估计值为 

( )[ ]∫ −=
T

xx dttx
0

22ˆ μσ                            （5.43） 

3）  均方值　 

均方值的定义是 
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( )∫∞→
=

T

Tx dttx
T 0

22 1limψ                          （5.44） 

它描述了随机信号的强度或平均功率。它的正平方根称为均方根值(或称有效值)。 

均方值估计值为 

( )∫=
T

x dttx
T 0

22 1ψ̂                           （5.45） 

均值、方差和均方值之间有如下关系： 
222
xxx σμψ +=                                 (5.46) 

2.  概率密度函数 

概率密度函数是表示信号瞬时值落在某指定区间内的概率。例如图 5.27 所示的信号

( )tx ,其值落在区间 ( )xxx Δ+, 内的时间为 

∑
=

=+++=
n

i
inx ttttT

1
21 ΔΔΔΔ L                         (5.47) 

t
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图 5.27  随机信号的概率密度函数 

)a 随机信号 ( )tx 的时域波形  )b 随机信号 ( )tx 的概率密度函数图形 

当样本记录时间T 趋于无限大时， TTx / 的比值就是幅值落在区间 ( )xxx Δ+, 内的概率，即 

( )( )
T
TxxtxxP x

T ∞→
=+≤< limΔ                           (5.48) 

而概率密度函数定义为 

( ) ( )( )
x

xxtxxPxP
x Δ

Δ
Δ

+≤<
=

→0
lim  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

∞→→ T
T

x
x

Tx
lim1lim

0 ΔΔ
                          (5.49) 

其估计值为 

( )
xT

TxP x

Δ
=ˆ                             （5.50） 

概率密度函数反映了随机信号幅值分布的规律。由于不同的随机信号具有不同的概率

密度函数图形，故可根据它识别信号。图 5.28 所示为 4 种典型信号(均值为零)及其概率密

度函数图形。 
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图 5.28  四种典型信号及其概率密度函数 

)a 正弦函数及其概率密度函数  )b 正弦函数加随机信号及其概率密度函数 

)c 窄带随机信号及其概率密度函数  )d 宽带随机信号及其概率密度函数  

5.5.3  相关分析 

1.  相关 

在测试结果的分析中，相关是一个非常重要的概念。所谓“相关”是指变量之间的线

性关系。对于确定性的信号来说，两个变量之间可用函数关系来描述，两者一一对应并为

确定的数值。两个随机变量之间就不具有这样确定的关系，但是，如果这两个变量之间具

有某种内涵的物理联系，那么，通过大量统计就能发现它们之间还是存在着某种虽不精确

但却具有相应的表征其特征的近似关系。例如，树高与直径之间不能用确定性函数表述，

但是通过大量的统计可以发现，同种树木树高的直径也常常大些，这两个变量之间有一定

的线性关系。又例如机器上某个回转部件的动不平衡会引起该机器的振动，但是从所测得

的机座振动却是各种振源（包括轴承振动、齿轮啮合振动、地基振动等等）的综合。对于

一个线性系统，由于回转部件动不平衡引起的强迫振动的频率总是和其转速相对应的，此

频率和其它振动源引起的强迫振动频率不一样。因此，可以认为和该部件转速不一致的振

动与其动不平衡无关。研究振动信号中和该部件转速有关的成分，就可以获得其动不平衡

状况的信息。雷达测距和声发射探伤都应用了相关分析的原理。 

图 5.29 表示由两个随机变量 x 和 y 组成的数据点的分布情况。图 5.29 a 中各点分布

很散，可以说变量 x 和变量 y 之间是无关的。图 5.29b 中 x 和 y 虽无确定关系，但从统计

结果、总体上看，具有某种程度的线性关系，因此说它们之间有一定的相关关系。 
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图 5.29  随机变量 x 和 y 的相关性 

对于能量型变量 ( )tx 和 ( )ty 之间的相关程度常用相关系数 xyρ 表示： 

( ) ( )

( ) ( )∫∫
∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−=
dttydttx

dttytx
xy

22

ρ                        （5.51） 

通常， 1≤xyρ 。当 1=xyρ 时，说明 ( )tx 和 ( )ty 两变量是理想的线性相关。 0=xyρ 表示 ( )tx

和 ( )ty 两变量之间完全无关。 

在 MATLAB 中，利用 corrcoef 工具箱函数可以从输入矩阵中计算出相关系数矩阵。 

2.  自相关函数 

自相关函数 ( )τxR 定义为乘积 ( ) ( )τ+txtx 的平均值，即 

( ) ( ) ( ) tdtxtx
T

R
T

Tx ∫ +=
∞→ 0

1lim ττ                       （5.52） 

式中： ( )tx ——样本函数； 

( )τ+tx ——从 t 移至τ 后的样本； 

τ ——时移量， ∞<<−∞ τ 。 

自相关函数描述了信号的某时刻值与延时一定时间后的值之间的相互关系，它定量地

描述了一个信号在时间轴上平移τ 后所得波形与原波形相似的程度。 

若 ( )tx 是各态历经过程的样本记录，则自相关函数 ( )τxR 的估计值 

( ) ( ) ( ) tdtxtx
T

R
T

x ∫ +=
0

1ˆ ττ                        （5.53） 

自相关函数具有以下主要性质： 

(1)自相关函数为实偶函数； 

(2)在 0=τ 时， ( ) 20 xxR ψ= ，取极大值即 

( ) ( )0xx RR ≤τ  

(3)均值为零的随机信号，随着时移量τ 的增加，自相关函数趋近于零，即 

( ) 0lim =
∞→

τ
τ

xR  

(4)周期信号的自相关函数仍是与信号的时域周期相同的周期函数。 

图 5.30 所示是 4 种典型信号的自相关函数，从图中亦可看出自相关函数的上述特性。 



 148

τ

( )τxR

)a

)b

0

)c

)d

τ

( )τxR

0

τ

( )τxR

0

τ

( )τxR

0

 

图 5.30  四种典型信号的自相关函数 

)a 正弦函数的自相关函数  )b 正弦函数加随机信号的自相关函数 

)c 窄带随机信号的自相关函数  )d 宽带随机信号的自相关函数  

自相关函数同概率密度函数一样，也可以作为判断信号性质的工具。在工程测试中，

自相关函数 主要的应用是检查混淆在随机信号中的确定性周期信号。 

例如，在汽车进行平稳性试验时，测得汽车在某处的加速度的时间历程如图 5.31 a 所

示。将此信号送入信号处理机处理，获得图 5.31 b 所示的相关函数。由相关图看出车身振

动含有某一周期振动信号，从两个峰值的时间间隔为 s11.0 ，可算出周期振动信号的频率为 

( )Hz
T

f 9
11.0
11

===  

t

( )ta ( )τxR

τ
0

0

0.11

)a )b
 

图 5.31  加速度时间历程及其自相关函数 

3.  互相关函数 

若有两个随机信号 ( )tx 和 ( )ty ，它们之间的互相关函数定义为 

( ) ( ) ( )∫ +=
∞→

T

Txy dttytx
T

R
0

1lim ττ                      (5.54) 

其估计值为 
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( ) ( ) ( )∫ +=
T

xy dttytx
T

R
0

1ˆ ττ                       （5.55） 

此互相关函数描述了两信号之间一般的依赖关系。互相关函数既非偶函数，也非奇函

数，是可正可负的实函数。书写时应注意注脚符号的顺序， ( ) ( )ττ yxxy RR ≠ 。它在 0=τ 处

不一定具有 大值，但可能在 0ττ = 达到 大值。如图 5.32 它表示两信号在 0τ 处相关程度

高。 

0τ0

( )τxyR

τ
 

图 5.32  互相关函数图 

如果 ( )tx 和 ( )ty 是两个完全独立无关的信号(即所谓统计独立)，且其均值 xμ 、 yμ 中至

少有一个为零，则对所有时移量τ ，互相关函数 ( ) 0=τxyR 都成立。 

如果两随机信号中具有频率相同的周期成分，则其互相关函数即使 ∞→τ 也会出现该

频率的周期成分。互相关函数中还包含有相位信息。 

如果两个周期信号的频率不相同，则其互相关函数 

( ) 0=τxyR  

即两个频率不同的周期信号是不相关的。 

在 MATLAB 中，利用 xcorr 工具箱函数可以估计出随机过程的自相关函数序列和两个

随机过程的互相关函数序列。例如在 MATLAB 中输入 

x=1:3; 

y=4:6; 

c1=xcorr(x) 

可得 x 的自相关函数序列： 

c1=3.000    8.000     14.000     8.000     3.000 

输入 

c2=xcorr(x,y) 
可得 x 、 y 的互相关函数序列： 

c2=12.000    23.000    32.000    17.000    6.000 

互相关函数在工程中的应用主要有以下几方面： 

1）   滞后时间的测量　 

(1)   测量运动速度：互相关函数可用来测定汽车、炮弹、轧制钢带的速度，以及导

管内和风洞内气流的速度等。例如要测定炮弹的速度、可在相距 l 米的两处设置两个光电

式传感器如图 5.33，炮弹通过时拾取反射光的信号做出互相关函数图，根据峰值出现的时

间 0τ 如图 5.33，即可求得速度 

0τ
lv =  
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图 5.33  运动速度的测量 

(2)   确定深埋在地下的输油管裂损的位置：如图 5.34 所示，漏损处 K 视为传播声

源，两侧管道分别放置传感器，因为放传感器的两点距漏损处的距离不相等，放漏油的音

响传至两传感器就有时差。在互相关图上 0ττ = 处 ( )τxyR 有 大值，这个 0τ 就是时差。根

据 0τ 便可确定漏损处的位置。 

02
1 τvS =  

式中： S ——两传感器的中点至漏油处的距离； 

v——音响通过管道的传播速度。 

互相关

分析

K
s o

( )tx

( )ty ( )τxyR

传感器

0
τ0τ

( )τxyR
传感器

两传感器安装

位置对称线

 

图 5.34  输油管裂损位置的检测 

3）  传递通道的确定 

利用互相关函数分析法可以检查引起汽车司机座振动的振源。测试时在发动机、司机

座和后轮轴上布置加速度计。根据获得的相关图，发现发动机与司机座之间的相关性较差，

而司机座与后轮之间的互相关函数出现明显的相关。因此，可以认为，司机座的振动主要

是由于后轮的振动引起的。 

4）  检测混淆在噪声中的信号 

由 转 子 动 不 平 衡 引 起 的 振 动 ， 是 和 转 子 同 频 率 的 周 期 信 号 ， 设 其 为

( ) ( )xtxtx ϕω += 00 sin 。但用传感器测量该信号时，拾取的信号不可能是单纯的 ( )tx ，而是

混有各种随机干扰噪声，例如噪声 ( ) ( )∑
=

+=
n

n
nn tnAtn

1
sin ϕω 。为了提取出感兴趣的信号 ( )tx ，

可以利用自相关处理的办法，但自相关函数中只能反映信号 ( )tx 的幅值(对应于动不平衡量
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的大小)，而失去了相位信息(对应于动不平衡的方位)。如果我们设法建立一个无噪声参考

信号 ( ) ( )ytyty ϕω += 00 sin ，并用它去和拾取到的信号 ( ) ( )[ ]tntx + 作互相关处理，则由于 ( )tn 与

( )ty 的频率无关，因而两者的互相关函数恒为零，只有 ( )tx 与 ( )ty 的互相关函数 ( )τxyR 存在。

( )τxyR 的幅值反应了动不平衡量的大小，峰值的偏移量 0τ 反映了相位差 ( )xy ϕϕ − ，若参考

信号 ( )ty 的 yϕ 已知，就测出了不平衡的方位。 

5.5.4  功率谱分析 

1.  功率谱密度函数 

若自相关函数 ( )τxR 的傅里叶变换存在，则定义 ( )τxR 的傅里叶变换 

  ( ) ( )∫
∞

∞−
−= ττ τπ deRfS fj

xx
2                      （5.56） 

定义为 ( )tx 的自功率谱密度函数，简称功率谱密度函数、功率谱或自谱。根据傅里叶逆变

换，有 

( ) ( )∫
∞

∞−
= dfefSR fj

xx
τπτ 2                      （5.57） 

当 0=τ 时，式 5.57 变为 

( ) ( )∫
∞

∞−
= dffSR xx 0  

因为 ( ) 20 xxR ψ= ，所以 

( )∫
∞

∞−
= dffSxx

2ψ                          （5.58） 

由此可知， ( )fSx 曲线和频率轴所包围的面积就是信号的平均功率。而　 ( )fSx 就表示了信

号的功率按频率分布的规律。　 

f0

( )fGx( )fSx

 

图 5.35  单边和双边功率谱 

把各态历经随机过程的样本记录 ( )tx 送入中心频率为 f 、带宽为 B 的带通滤波器，其

输出记为 ( )[ ]Btx ，则功率谱密度的估计值 

( ) ( )[ ]∫=
T

Bx dttx
BT

fS
0

21ˆ                       （5.59） 

即对带通滤波器的输出 ( )[ ]Btx 进行平方、平均等运算后，便可得到对应于 f 的功率谱密度。

若改变带通滤波器的中心频率，则可得到功率谱密度与频率的关系图。 

通常把在 ( )∞∞，－ 频率范围内定义的功率谱 ( )fSx 称为双边功率谱，而把只在 ( )∞，0

频率范围内定义的功率谱 ( )fGx (如图 5.35)称为单边功率谱，二者之间的关系为 

( ) ( )
⎩
⎨
⎧

=
0
2 fS

fG x
x    

其余

∞≤≤ f0
                   （5.60） 
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另外一种常用的表示方法是取功率谱的对数 

( ) ( )fGG xx lg10lg =                          （5.61） 

单位是分贝 ( )dB ,称为对数功率谱。 

因为 ( )τxR 是实偶函数，根据傅里叶变换的性质可知， ( )fSx 亦为实偶函数。 

在 MATLAB 中用工具箱函数 psd 可以估计信号的功率谱密度。 

功率谱的应用范围很广，大致可归纳为以下几方面： 

(1)分析振动信号的频率成分和结构。例如内燃机车谐振频率的测定；桥梁和各种结构

自振频率和振型的测定等。 

(2)故障的判断和分析。例如，对于一些重要设备，如火箭、飞机和汽轮机以及发动机、

齿轮箱等，均可根据功率谱的变化(有否额外谱峰)来判断故障发生的原因，以便迅速排除

故障。 

(3)功率谱能反映出载荷在各频率成分上的振动能量与振幅，因而为确定载荷谱提供了

条件。这对于研究零部件的强度和疲劳寿命是非常重要的。 

(4)在医学上，可根据的检测的脑电波，心电波进行功率谱分析来研究病症及病理。 

(5)通过功率谱分析还可判别周期信号和随机信号。 

(6)对于线性系统，当其输入为 ( )tx ,输出为 ( )ty ，系统的频率响应为 ( )fH 时，其输入、

输出的功率谱与系统的频率响应有如下关系 

( ) ( ) ( )fSfHfS yx =                             （5.62） 

可见，通过输入、输出功率谱的分析，就能得出系统的幅频特性。但是在功率谱分析中会

丢失相位信息，因而不能得出系统的相频特性。 

此外，功率谱分析在军事上的应用也很广泛。 

2.  互谱密度函数 

如果互相关函数 ( )τxyR 满足傅里叶变换的条件，则定义 ( )τxyR 的傅里叶变换 

( ) ( )∫
∞

∞−
−= ττ τπ deRfS fj

xyxy
2                        （5.63） 

为信号 ( )tx 和 ( )ty 的互谱密度函数，简称互谱。 

互谱和互相关函数构成一对傅里叶变换对，所以二者包含有相同的信息，都可用来描

述信号之间的相关性，不同点是互相关函数在时差域上，而互谱密度函数是在频率域上。 

像功率密度函数一样，把在 ( )∞∞− , 频率范围内定义的互谱密度函数 ( )fSxy ，称为双边

互谱，而在 ( )∞,0 频率范围内定义的互谱，称为单边互谱，并记为 ( )fGxy ，两者关系为 

( ) ( )
⎩
⎨
⎧

=
0
2 fS

fG xy
xy    

其余

∞≤≤ f0
                       （5.64） 

互谱密度函数在信号处理中很重要。利用互谱密度函数可以可测定滞后时间；通过互

谱和自谱之间的关系 

( ) ( ) ( )fSfHfS xxy =
                              （5.65） 

可以测量求得线性系统的频率响应函数。由此可得到的 ( )fH 不仅含有幅频特性，而且含有

相频特性，这是因为互谱中包含有相位差信息。 
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在 MATLAB 中用工具箱函数 csd 可以估计两信号的互谱密度。下面的程序是在

MATLAB 中产生两个有色噪声，在具有 %95 置信区间的互谱密度： 

h=fir1(30,.2,boxcar(31)); 

h1=ones(1,10)/sqrt(10); 

r=randn(16384,1); 

x=filter(h1,1,r); 

y=filter(h,1,x); 

csd(x,y,1024,10000,triang(500),0,[ ]) 
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图 5.36  两个有色噪声在具有 %95 置信区间的互谱密度 

5.6  虚拟测试系统及其中的信号处理模块 

5.6.1  虚拟仪器概述 

虚拟仪器（virtual instrumention）是基于计算机的仪器。计算机和仪器的密切结合是仪

器发展的一个重要方向。这种结合有两种方式，一种是将计算机装入仪器，其典型的例子

就是所谓智能化的仪器。随着计算机功能的日益强大以及其体积的日趋缩小，这类仪器功

能也越来越强大，目前已经广泛出现含嵌入式系统的仪器。另一种方式是将仪器装入计算

机。以通用的计算机硬件及操作系统为依托，实现各种仪器功能。虚拟仪器主要是指这种

方式。图 5.37 反映了常见的虚拟仪器方案。 
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图 5.37  虚拟仪器组成框图 

虚拟仪器的主要特点有： 

（1）尽可能采用了通用的硬件，各种仪器的差异主要是软件。 

（2）可充分发挥计算机的能力，有强大的数据处理功能，可以创造出功能更强的仪器。 

（3）用户可以根据自己的需要定义和制造各种仪器。 

虚拟仪器实际上是一个按照仪器需求组织的数据采集系统。虚拟仪器的研究中涉及的

基础理论主要有计算机数据采集和数字信号处理。目前在虚拟仪器领域内，使用较为广泛

的开发平台是美国 NI 公司的 LabVIEW。 

普通的 PC 有一些不可避免的弱点。用它构建的虚拟仪器或计算机测试系统性能不可

能太高。作为计算机化仪器的一个重要发展方向是制定了 VXI 总线标准，这是一种插卡式

的仪器。每一种仪器是一个插卡，为了保证仪器的性能，又采用了较多的硬件，但这些卡

式仪器本身都没有面板，其面板仍然用虚拟的方式在计算机屏幕上出现。这些卡插入标准

的 VXI 机箱，再与计算机相连，就组成了一个测试系统。由于 VXI 仪器价格昂贵，业界

又推出了一种较为便宜的 PXI 标准仪器。 

虚拟仪器研究的另一个问题是各种标准仪器的互连及与计算机的连接。目前使用较多

的是 IEEE 488 或 GPIB 协议。未来的仪器也应当是网络化的。 

5.6.2  LabVIEW 简介 

LabVIEW（Laboratory Virtual instrument Engineering）是一种图形化的编程语言，它广

泛地被工业界、学术界和研究实验室所接受，视为一个标准的数据采集和仪器控制软件。

LabVIEW 集成了与满足 GPIB、VXI、RS-232 和 RS-485 协议的硬件及数据采集卡通讯的

全部功能。它还内置了便于应用 TCP/IP、ActiveX 等软件标准的库函数。这是一个功能强

大且灵活的软件。利用它可以方便地建立自己的虚拟仪器，其图形化的界面使得编程及使

用过程都生动有趣。 

图形化的程序语言，又称为“Ｇ”语言。使用这种语言编程时，基本上不写程序代码，

取而代之的是流程图或程序图。它尽可能利用了技术人员、科学家、工程师所熟悉的术语、

图标和概念，因此，LabVIEW 是一个面向 终用户的工具。它可以增强你构建自己的科学

和工程系统的能力，提供了实现仪器编程和数据采集系统的便捷途径。使用它进行原理研

究、设计、测试并实现仪器系统时，可以大大提高工作效率。 

利用 LabVIEW，可产生独立运行的可执行文件，它是一个真正的３２位编译器。像许

多重要的软件一样，LabVIEW 提供了 Windows、UNIX、Linux、Macintosh 的多种版本。 

5.6.3  LabVIEW 应用程序的构成 

所有的 LabVIEW 应用程序，即虚拟仪器（VI），它包括前面板（front panel）、流程图

（block diagram）以及图标/连结器(icon/connector)三部分。 

1.  前面板 

前面板是图形用户界面，也就是 VI 的虚拟仪器面板，这一界面上有用户输入和显示
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输出两类对象，具体表现有开关、旋钮、图形以及其他控制（control）和显示对象（indicator）。

图 5.38 所示是一个随机信号发生和显示的简单 VI 是它的前面板，上面有一个显示对象，

以曲线的方式显示了所产生的一系列随机数。还有一个控制对象——开关，可以启动和停

止工作。显然，并非简单地画两个控件就可以运行，在前面板后还有一个与之配套的流程

图。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.  流程图 

流程图提供 VI 的图形化源程序。在流程图中对 VI 编程，以控制和操纵定义在前面板 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

上的输入和输出功能。流程图中包括前面板上的控件的连线端子，还有一些前面板上没有，

控制对象

(输入) 
显示对象 

(输出) 

图 5.38 随机信号发生器的前面板 

函数：随机

数发生器 

结构：循环

与前面板控件

对应的连线端

与前面板控件

对应的连线端

图 5.39  随机信号发生器的流程图
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但编程必须有的东西，例如函数、结构和连线等。图 5.39 是与图 5.38 对应的流程图。可以

看到流程图中包括了前面板上的开关和随机数显示器的连线端子，还有一个随机数发生器

的函数及程序的循环结构。随机数发生器通过连线将产生的随机信号送到显示控件，为了

使它持续工作下去，设置了一个 While Loop 循环，由开关控制这一循环的结束。 

如果将 VI 与标准仪器相比较，那么前面板上的东西就是仪器面板上的东西，而流程

图上的东西相当于仪器箱内的部分东西。在许多情况下，使用 VI 可以仿真标准仪器，不

仅在屏幕上出现一个惟妙惟肖的标准仪器面板，而且其功能也与标准仪器相差无几。 

3.  图标/连接器 

VI 具有层次化和结构化的特征。一个 VI 可以作为子程序，这里称为子 VI（subVI）， 

被其他 VI 调用。图标与连接器在这里相当于图形化的参数。 

5.6.4 LabVIEW 中的信号分析与处理工具箱 
1. 概述 

LabVIEW 的流程图编程方法和分析 VI 库的扩展工具箱，使得分析软件的开发变得更

加简单。LabVIEW 分析 VI 通过一些可以互相连接的 VI，提供了 先进的数据分析技术。

使用者不必像在普通编程语言中那样关心步骤的具体细节，而可以集中注意力解决信号处

理与分析方面的问题。LabVIEW 7i 版本中，有两个子模板涉及信号处理和数学分析，分别

是 Analyze 子模板和 Methematics 子模板。这里主要涉及前者。 

进入 Functions 模板 Analyze》Signal Processing（》表示根据菜单项逐级操作）子模

板。 

 
图 5.40  信号分析子模板 

其中共有 6 个分析 VI 库。如图 5.40 所示，其中包括： 

（1）．Signal Generation（信号发生）：用于产生数字特性曲线和波形。 

（2）．Time Domain（时域分析）：用于进行时域分析等。 

（3）．Frequency Domain（频域分析）：用于进行频域转换、频域分析等。 

（4）．Measurement（测量函数）：用于执行各种测量功能，例如单边 FFT、 频谱、

比例加窗以及泄漏频谱、能量的估算。 

（5）．Digital Filters（数字滤波器）：用于执行 IIR、FIR 和非线性滤波功能。 

（6）．Windowing（窗函数）：用于对数据加窗。 

下面将介绍如何使用分析库中的 VI 创建函数发生器和简单实用的频谱分析仪，如何

使用数字滤波器，窗函数的作用以及不同类型窗函数的优点，以及其他一些内容。在

labview\examples\analysis 目录中找到一些演示程序。 

2. 信号的产生 

本节将介绍怎样产生标准频率的信号，以及怎样创建模拟函数发生器。参考例子见
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examples\analysis\sigxmpl.llb。 

还将介绍怎样使用分析库中的信号发生 VI 产生各种类型的信号。信号产生的应用主

要有： 

（1） 无法获得实际信号时，（例如没有 DAQ 板卡来获得实际信号或者受限制无法

访问实际信号），信号发生功能可以产生模拟信号测试程序。 

（2） 产生用于 D/A 转换的信号 

在 LabVIEW 7i 中提供了波形函数，为制作函数发生器提供了方便。以

Waveform>>Waveform Generation 中的基本函数发生器（Basic Function Generator.vi）为例，

其图标如图 5.41 所示： 

 

图 5.41  基本函数发生器 

其功能是建立一个输出波形，该波形类型有：正弦波、三角波、锯齿波和方波。这个 VI

会记住产生的前一波形的时间标志，并且由此点开始使时间标志连续增长。它的输入参数

有波形类型、样本数、起始相位、波形频率（单位：Hz） 

使用该 VI 制作的函数发生器如图 5.42，由框图可以看出，其中没有附加任何其他部

件。 

3. 标准频率 

在模拟状态下，信号频率用 Hz 或者每秒周期数为单位。但是在数字系统中，通常使

用数字频率，它是模拟频率和采样频率的比值，表达式如下： 

数字频率＝模拟频率/采样频率 

这种数字频率被称为标准频率，单位是周期数/采样点。 
有些信号发生 VI 使用输入频率控制量 f ，它的单位和标准频率的单位相同：周期数/

每个采样点，范围从 0 到 1，对应实际频率中的 0 到采样频率 Sf 的全部频率。它还以 1.0

为周期，从而令标准频率中的 1.1 与 0.1 相等。例如某个信号的采样频率是奈奎斯特频率

（ 2/Sf ），就表示每半个周期采样一次（也就是每个周期采样两次）。与之对应的标准频率

是 1/2 周期数/采样点，也就是 0.5 周期数/采样点。标准频率的倒数 f/1 表示一个周期内采

样的次数。 

如果使用的 VI 需要以标准频率作为输入，就必须把频率单位转换为标准单位：周期

数/采样点。 

4. 数字信号处理 

1)  FFT 变换 

信号的时域显示（采样点的幅值）可以通过离散傅立叶变换（DFT）的方法转换为频

域显示。为了快速计算 DFT，通常采用一种快速傅立叶变换(FFT)的方法。当信号的采样
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点数是 2 的幂时，就可以采用这种方法。 

 
 

 
图 5.42  函数发生器 

FFT 的输出都是双边的，它同时显示了正负频率的信息。通过只使用一半 FFT 输出采

样点转换成单边 FFT。FFT 的采样点之间的频率间隔是 NfS / ，这里 Sf 是采样频率。 

Analyze 库中有两个可以进行 FFT 的 VI，分别是 Real FFT VI 和 Complex FFT VI。 

这两个 VI 之间的区别在于，前者用于计算实数信号的 FFT，而后者用于计算复数信

号的 FFT。它们的输出都是复数。 

大多数实际采集的信号都是实数，因此对于多数应用都使用 Real FFT VI 。当然也可

以通过设置信号的虚部为 0，使用 Complex FFT VI 。使用 Complex FFT VI 的一个实例是

信号含有实部和虚部。这种信号通常出现在数据通信中，因为这时需要用复指数调制波形。 

计算每个 FFT 显示的频率分量能量的方法是对频率分量的幅值平方。高级分析库中

Power Spectrum VI 可以自动计算能量频谱。Power Spectrum VI 的输出单位是 2Vrms 。但是

能量频谱不能提供任何相位信息。 

FFT 和能量频谱可以用于测量静止或者动态信号的频率信息。FFT 提供了信号在整个

采样期间的平均频率信息。因此，FFT 主要用于固定信号的分析（即信号在采样期间的频

率变化不大）或者只需要求取每个频率分量的平均能量。如图 5.43 所示用 FFT 分析正弦波

频谱的 VI。 

流程图中的 Array Size 函数用来根据样本数转换 FFT 的输出，得到频率分量的正确幅

值。 

（1）双边 FFT 

检查频谱图可以看到有两个波峰，一个位于 10Hz，另一个位于 90Hz，90Hz 处的波峰
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实际上是 10Hz 处的波峰的负值。因为图形同时显示了正负频率，所以被称为双边 FFT。 

 

Y

dt

t0

0
频谱

时域信号
样本数

采样频率

频率（HZ）

 

图 5.43  用 FFT 分析正弦波频谱 

（2）单边 FFT 

因为 FFT 含有正负频率的信息，所以具有重复信息。按照图 5.44 修改流程图。经过

修改之后，只显示一半的 FFT 采样点（正频率部分）。这样的方法叫做单边 FFT。单边 FFT

只显示正频率部分。 

注意要把正频分量的幅值乘以 2 才能得到正确的幅值。但是，直流分量保持不变。（若

程序中考虑含直流分量的情况，应当增加一个分支或 case 结构。 

2. 窗函数 
计算机只能处理有限长度的信号，原信号 ( )tx 要以T (采样时间或采样长度)截断，即有

限化。有限化带来的泄露问题，在频域造成很宽的附加频率成分，这些附加频率成分在原

信号 ( )tx 中其实是不存在的。 

在实际应用中如何选择窗函数一般说来是要仔细分析信号的特征以及 终你希望达到

的目的，并经反复调试。 
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2.00

2Y

dt

t0

0
频谱

时域信号序列
样本数

采样频率

频率（HZ）

 

图 5.44 双边 FFT 流程图 

图 5.45 所示是“从频率接近的信号中分离出幅值不同信号” 的 VI 的显示结果，正弦

波１与正弦波２频率较接近，但幅值相差 1000 倍，相加后产生的信号变换到频域，如果在

FFT 之前不加窗，则频域特性中幅值较小的信号被淹没，见曲线 1。加 Hanning 窗后两个

频率成分都被检出见曲线 2。 
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5.45  频率接近的信号中分离出幅值不同的信号 

3. 谐波失真与频谱分析 
  当一个含有单一频率(比如 1f )的信号 ( )tx 通过一个非线性系统时，系统的输出不仅包

含输入信号的频率 1f ，而且包含谐波分量（ 141312 4,3,2 ffffff === 等等），谐波的数量以

及它们对应的幅值大小取决于系统的非线性程度。电网中的谐波是一个值得关注的问题。 

LabVIEW 7i 提供的谐波分析模块与以前的版本有一些变化，如图 5.46。该 VI 对输入

信号进行完整的谐波分析，包括测定基波和谐波，返回基波频率和所有的谐波幅度电平，

以及总的谐波失真度（THD）。 

曲线 1 

曲线 2 
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图 5.46  谐波分析模块 
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练习与思考 

 

5.1  从示波器光屏中测得正弦波图形的“起点”坐标为(0，-1)，振幅为 2，周期为 π4 ，

求该正弦波的表达式。　 

5.2  某复合信号由频率分别为 724Hz、600Hz、500Hz、44Hz 的同相正弦波迭加而成，试求

该复杂信号的周期。若要对该复杂信号进行不失真采样， 小采样频率应为多少？ 

5.3  求信号 ( ) ( )ααπ <<−= tetx t10cos2

的周期，并绘出时域图形。 

5.4  已知矩形单位脉冲信号 ( )tx0 的频谱为 ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
sin0

ωττω cAX ，试求如题图 5.1 所示的

脉冲信号的频谱。 

( )tx

0t0

( )tx
A

2
τ

2
τ

− TT−
t

1

TT−

 

题图 5.1                             题图 5.2 

5.5  求被截断的余弦函数(题图 5.2)的傅里叶变换。 

( )
⎩
⎨
⎧

=
0
cos 0ttx

ω
  

0

0

tt

tt

>

≤
 

5.6  求如题图 5.3 所示三角脉冲的傅里叶变换。　 

5.7  余弦信号 ( ) ttx 0cosω= 被三角脉冲做幅度调制(题图 5.4)，求调幅信号 ( )txA 的频谱。 

 

题图 5.3                                  题图 5.4 

5.8  试绘出题 5.5 中调制信号与调幅波的频谱。　 

5.9  已知一信号的自相关函数 ( ) ( )τ
τ

τ 250sin264
=xR ，求该信号的均方值 xψ 及均方根值。

5.10  求余弦信号 ( ) tXtx ωcos= 的均方根值。　 

5.11  用 1/10 倍频程带宽的功率谱密度分析仪，在中心频率 50 　 Hz、100Hz、1000Hz 　

处进行功率谱密度测定，设平均时间为 s1 ，若带通滤波器为理想滤波器。求功率谱密度测

量的标准化误差 Gμσ / 。　 

5.12  求正弦信号 ( ) tXtx ωsin= 的均值、均方值。　 

5.13  离散傅里叶变换产生误差的原因有哪些?应如何设法减少这些误差?　 
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5.14  对 3 个正弦信号 ( ) ttx π2cos1 = ， ( ) ttx πcos2 = ， ( ) ttx π10cos3 = 进行采样，已知采样频

率 Hzfs 4= ，求 3 个采样输出序列并比较这 3 个结果。若对由这三个信号叠加后的信号进

行不失真采用，试求 大采用周期？ 

5.15  按图 5.42 建立 VI，把该 VI 保存为 LabVIEW\Activity 目录中的 FFT_2sided.vi。选择

频率（Hz）=10，采样率= 100，样本数= 100。把频率分别设置为 48Hz 和 52Hz，执行该

VI。观察这两种情况下图形是否相同，并解释原因。 

 

 


