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带电导体系的电场能量

冀　敏　蒋　平
（复旦大学物理系，上海　２００４３３）

摘　要　为清晰、透彻地理解静电学中涉及的各种能量的基本概念，本文从场的观点和电荷的
观点分析讨论了该问题，并选择了几个熟悉的例子来说明本文认识的合理性．依照场

的观点，真空中两个体积足够小的电荷的静电场能量密度为：１
２ε０Ｅ

２
１＋ １２ε０Ｅ

２
２＋

ε０Ｅ１·Ｅ２．其中，１２ε０Ｅ
２
１ 和
１
２ε０Ｅ

２
２ 分别为两个电荷单独存在时的电场能量密度，而交叉

项ε０Ｅ１·Ｅ２则为两个电荷电场的相互作用能量密度；它们的空间积分分别为两个电荷
单独存在时的静电场能量和两个电荷电场之间的相互作用能量．而从电荷观点出发，
此３个静电场的能量分别为两个电荷的固有能和彼此之间的静电相互作用势能．推广
到有限体积的孤立带电导体以及带电导体系的情形，可知孤立带电导体的固有能就是
其上所有无限小电荷元间的相互作用势能之和，而带电导体系的电场能也就是体系所
包含的所有电荷元间的相互作用势能的总和．
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　　高等院校基础物理课程中静电学是极重要的
一部分，而其中涉及能量的章节更是不可或缺的
内容．在一些教材中经常出现电场能、电势能、电
荷之间的相互作用能以及静电能等等的术语不一

而足．但是这些术语涉及的物理意义以及相关的
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基本概念有的并不很清晰，或者理解不够深刻．本
文旨在将同静电相关的能量统一于场的观点或电

荷的观点之中，以便对其有更为透彻的认识．
先从最简单的真空中两个体积足够小的荷电

导体的电场出发，设荷电量分别为ｑ１ 和ｑ２．空间
位矢为ｒ的任意一场点Ｐ 的电场强度Ｅ（ｒ）为ｑ１
与ｑ２ 的场强Ｅ１（ｒ）和Ｅ２（ｒ）的叠加，即

Ｅ（ｒ）＝Ｅ１（ｒ）＋Ｅ２（ｒ） （１）
其中，

Ｅ１（ｒ）＝ ｑ１ｅ１
４πε０｜ｒ－ｒ１｜２

（２）

Ｅ２（ｒ）＝ ｑ２ｅ２
４πε０｜ｒ－ｒ２｜２

（３）

ｒ１ 和ｒ２ 为ｑ１ 和ｑ２ 的位矢，ｅ１、ｅ２ 为从ｑ１、ｑ２ 指向
Ｐ点的单位矢量．下面为简单计将略去式（１）中的
矢量ｒ，即取

Ｅ＝Ｅ１＋Ｅ２
空间电场能量密度为

ρｅ＝
１
２ε０｜Ｅ｜

２ ＝ １２ε０｜Ｅ１＋Ｅ２｜
２ ＝

　 １２ε０Ｅ
２
１＋ １２ε０Ｅ

２
２＋ε０Ｅ１·Ｅ２ （４）

式（４）对全空间积分即得电场能量．式（４）右边第

一项１
２ε０Ｅ

２
１ 与第二项

１
２ε０Ｅ

２
２ 正是ｑ１ 与ｑ２ 各自单

独存在时的电场能量密度ρ１ 与ρ２；其全空间积分
即为ｑ１ 的电场能Ｗ１ 与ｑ２ 的电场能Ｗ２．第三项

ε０Ｅ１·Ｅ２ 为交叉项ρ１２．可以证明这一项的全空间
积分Ｗ１２为

［１］

Ｗ１２ ＝ε０∫Ｅ１·Ｅ２ｄτ＝ｑ１１ ＝ｑ２２ （５）

其中，１ 为电荷ｑ２ 的电场Ｅ２ 在ｑ１ 处的电势，因
而ｑ１１ 即为ｑ１ 在ｑ２ 的电场中的电势能；而２ 为
电荷ｑ１ 的电场Ｅ１ 在ｑ２ 处的电势，ｑ２２ 即为ｑ２ 在

ｑ１ 的电场中的电势能．一个电荷在另一电荷电场
中的电势能正是彼此间的相互作用能．就是说ρ１２
的全空间积分正是ｑ１ 与ｑ２ 的相互作用能Ｗ１２．亦
可写成

Ｗ１２ ＝ １２
（ｑ１１＋ｑ２２） （６）

式（４）可推广至ｎ个分别带电荷ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ 的
导体组成的体系的电场能量密度

ρｅ＝
１
２ε０Ｅ

２
１＋ １２ε０Ｅ

２
２＋…＋１２ε０Ｅ

２
ｎ＋

ε０∑
ｉ
∑
ｊ≠ｉ
Ｅｉ·Ｅｊ

ρｅ＝
１
２ε０ ∑ｉ Ｅ

２
ｉ ＋２∑

ｉ
∑
ｊ≠ｉ
Ｅｉ·Ｅ（ ）ｊ （７）

式中，１
２ε０Ｅ

２
ｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）为第ｉ个电荷ｑｉ 单独

存在时的电场能量密度；而ε０Ｅｉ·Ｅｊ 的全空间积
分为ｑｉ在ｑｊ的电场中的电势能．就是说上式第二
项为所有电荷之间相互作用的场能密度．令这一
项的全空间积分为ＷＩ，则

ＷＩ ＝ １２∑ｉ ｑｉｉ （８）

其中，ｉ为除ｑｉ自身之外其他所有电荷的电场在

ｑｉ处的电势．
由此可见场能密度交叉项的空间积分就是电

荷间的相互作用势能，各个电荷电场强度的交叉
项代表相互作用的能量密度．对比式（７）的第二项
和式（８）已可看到静电相互作用势能———电势能
既可从场的观点也可从电荷的观点理解；而这二
者之间的联系正在于电荷之间的相互作用通过电

场传递，电荷间的相互作用就是电场的相互作用．
应该说明的是，虽然式（４）或式（７）在基础物

理教学实践中不常使用，却包含着丰富的物理内
涵．事实上式（４）原则上适用于任意两个荷电导体
构成的体系．以带正电的无限大金属薄板与一个
带电量不大的正电荷ｑ的金属小球为例．设板面
与纸面垂直，取ｘ轴在纸面上沿板的法线向右，原
点在极板上．ｘ＞０处板的电场沿ｘ轴正向，ｘ＜０
处沿ｘ轴负向．设小球的位置用ｘ０ 代表，其电场
以小球为中心径向辐射．令板的电场为Ｅ１，小球
电场为Ｅ２．注意在板上与球上电荷分布不变的情
形下式（４）的第一项和第二项的全空间积分不因
小球的位置而变化，只有交叉项及其全空间积分
即势能受小球位置的影响．因此电场能的变化就
只是相互作用能即势能的变化．电场能量变化表
示电场做功，因而必有电场力存在．本例即属此情
形．设板的位置固定，由于体系具有平行于板面的
平移对称性，当小球沿平行于板平面移动时电场
能量不变，说明电场力并无平行于板面的分量．体
系能量只同ｘ０ 有关．设ｘ０＞０，则在小球右边Ｅ１·

Ｅ２＞０，在平板左边同样有Ｅ１·Ｅ２＞０，而在板与
球之间Ｅ１·Ｅ２＜０．如球的位置向右移动，则球右
边ε０Ｅ１·Ｅ２ 的空间积分不变，而板 －球之间ε０Ｅ１·

Ｅ２ 空间积分的绝对值增加，板左边ε０Ｅ１·Ｅ２ 的空
间积分减少；以致板 －球相互作用的能量即势能下
降．而且，相对于其他方向小球沿ｘ轴方向移动时
势能变化率最大；换言之小球在板的电场中的势
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能梯度沿ｘ轴负向．小球势能的负梯度就是板对
球的静电作用力，显然此时板对球的电场力应沿
板的法向指向右方，与熟知的常识相符．
值得注意的是式（７）和式（８）同样适用于单个

的带电导体，只要将其中的ｑｉ 视为分布在导体表
面的任一电荷元Δｑｉ．于是带电总量为Ｑ 的导体
的电场能Ｗｔ可写成

Ｗｔ＝ １２ε０∑ｉ∫｜ΔＥｉ｜２ｄτ＋
１
２∑ｉ ｉΔｑｉ （９）

其中，ΔＥｉ为电荷元Δｑｉ 的场强，ｉ 为除Δｑｉ 之外

所有其他电荷元Δｑｊ 在Δｑｉ 处的电势，而∑
ｉ
Δｑｉ

＝Ｑ．其实，ｉ再加上Δｑｉ 自身对电势的贡献Δｉ
就是导体的电势

＝ｉ＋Δｉ （１０）
因为导体的电势就是分布在其表面上的所有电荷

的贡献之和．
不难看出，式（１０）中Δｉ的绝对值远比ｉ 的

绝对值小．事实上ｉ 为将单位正电荷从导体表面
移至无穷远处时Δｑｉ之外所有电荷元Δｑｊ 共同产
生的电场所做的功．若将这一电场记为Ｅ′，则

Ｅ′＝Ｅ－ Δｑｉ
４πε０｜ｒ－ｒｉ｜２

ｒ０ｉ （１１）

Ｅ为导体在场点ｒ处的电场强度，而式（１１）第二
项则 为 Δｑｉ 在 该 场 点 处 的 场 强 ΔＥｉ，ΔＥｉ ＝

Δｑｉ
４πε０｜ｒ－ｒｉ｜２

ｒ０ｉ，式中，ｒｉ为Δｑｉ的位矢，而ｒ０ｉ 为从

Δｑｉ指向该场点的单位矢量．这一项对应的电场力
所做的功与Δｑｉ成正比，为一小量，在极限情形为
零．因此，在极限情形

∫
∞

Ａ
Ｅ′·ｄｌ→∫

∞

Ａ
Ｅ·ｄｌ＝ （１２）

Ａ为导体所在的位置．从而在极限情形ｉ 无限趋
近，即ｉ→．注意在静电平衡时导体应为等势
体，于是式（９）第二项可化为

１
２∑ｉ Δｑｉ＝

１
２Ｑ

（１３）

其中，即为导体的电势，是其上所有电荷的总贡
献．进一步可以看出，由于ΔＥｉ 与Δｑｉ 成正比，式
（９）第一项和Δｑｉ的平方成比例，相对于第二项为
高级小量．因此在极限情形可略去第一项而将单
个荷总电量Ｑ导体的电场能写为

Ｗｔ＝ １２Ｑ
（１４）

从上面的分析可以看出单个导体的电场能就是其

上各个电荷元间相互作用势能的总和．因此，有的

作者称这一能量为固有能或“自能”．
既然式（１４）代表单个导体的电场能，当同时

存在多个导体，各自带电量为Ｑｉ 的情形，１２ｉＱｉ

就是第ｉ个带电导体的电场能，对所有导体累加
的总和即为式（７）第一项的全空间积分．于是带电
导体系的总电场能ＷＴ 便可写成

ＷＴ ＝ １２∑ｉ ｉＱｉ＋
１
２∑ｉ ｉ′Ｑｉ

式中，′ｉ为除去Ｑｉ 外其他所有导体上的电荷的电
场在第ｉ个导体处的电势，从而可将上式化为

ＷＴ ＝ １２∑ｉ ΦｉＱｉ （１５）

式中

Φｉ ＝ｉ＋′ｉ （１６）
则为所有电荷，包括Ｑｉ自身在第ｉ个导体处对电
势贡献的总和．
以上用不太严格的办法得出式（１５），其实这一

公式可以严格推导得出［１］．式（１５）提供一种从电荷
观点计算荷电导体系总电场能量的方法，只需记得
式中Φｉ为所有电荷，包括Ｑｉ自身对第ｉ个导体电
势的贡献；而其物理意义可以理解为电场能量可视
为体系中所有电荷元相互作用势能的总和．
在式（１５）中，虽然形式上只出现各个导体上

的总电荷Ｑｉ，并不意味着电荷在导体上的分布对
电场能全无影响．例如，设想两个相距不远的金属
球Ａ与Ｂ，Ａ球带正电荷Ｑ，而Ｂ球不带电．当只

有Ａ球时，根据式（１４）电场能为１２Ｑ
，为Ａ 球自

身的电势．当有Ｂ球时，在Ａ 球电场影响下Ｂ 球
上要出现感应电荷．在靠近Ａ 球的近端出现感应
负电荷，而在远端出现等量的正电荷．此时，由于
Ｂ球的总电荷仍为零，按照式（１５）空间总电场能

为１
２′Ｑ．′

为Ａ、Ｂ两球上的电荷对Ａ 球电势贡

献的总和，由于Ｂ球近端为负电荷，易见′＜，即
感应电荷虽不改变Ｂ球上的总电荷量，却使Ａ球
电势因而总电场能下降．其原因是感应电荷的出
现是由于Ｂ球中的电子在Ａ 球电场力作用下由
远端向近端输运．这一过程电场力做正功导致电
场能下降．
必须看到，虽然形式上式（８）和式（１５）类似，

其实含义迥异．式（８）中的ｉ 为除ｑｉ 以外所有其
他电荷对其所处位置电势的贡献，该式只代表电
荷之间的总相互作用能，只是电场能的一部分，不
包括单个电荷对电场能的贡献，即不包括固有能．

６３
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至于式（１５）则是带电导体系的总电场能，既包括固
有能，也包括相互作用能；其中Φｉ是所有电荷对第
ｉ个导体电势贡献的总和．将式（７）与式（１５）相比，
在计算电场能量方面前者更具基础性意义，而后者
在实用上往往更为方便．下面通过几个大家耳熟能
详的例子来具体认识各个公式的具体作用．
例１　半径为Ｒ带电量为Ｑ 的孤立导体球的

电场能Ｗ．由场能密度的定义可知

　Ｗ ＝ １２ε０∫
∞

Ｒ

Ｑ
４πε０ｒ（ ）２

２

４πｒ２ｄｒ＝ Ｑ２
８πε０Ｒ

（１７）

导体球的电势

＝∫
∞

Ｒ
Ｅ·ｄｒ＝ Ｑ

４πε０Ｒ
根据式（１４）

Ｗ ＝ １２Ｑ ＝
Ｑ２
８πε０Ｒ

上式结果和式（１７）完全一样．显然为总电量Ｑ
的所有电荷元对导体球电势贡献的总和．当然这
里将无限远处取为电势的零点．
例２　球形电容器．设电容器的两极板分别为

半径是Ｒ１ 和Ｒ２ 的同心球壳，Ｒ２＞Ｒ１，极板上的
电荷为＋Ｑ（内球壳）和－Ｑ（外球壳）．众所周知，
电场只存在于两球壳之间，场强

Ｅ＝ Ｑ
４πε０ｒ２

，　Ｒ１ ＜ｒ＜Ｒ２

电场能

Ｗ ＝ １２ε０∫
Ｒ２

Ｒ１
Ｅ２４πｒ２ｄｒ＝ Ｑ２

８πε０
１
Ｒ１－

１
Ｒ（ ）２ （１８）

易知内球壳电势

Φ１ ＝ Ｑ
４πε０Ｒ１＋

－Ｑ
４πε０Ｒ（ ）２ ＝ Ｑ

４πε０
１
Ｒ１－

１
Ｒ（ ）２

而外球壳处的电势

Φ２ ＝ Ｑ
４πε０Ｒ２＋

－Ｑ
４πε０Ｒ２ ＝

０

于是由式（１５）

Ｗ ＝ １２
［Φ１Ｑ＋Φ２（－Ｑ）］＝ １２Φ１Ｑ

恰与式（１８）一致．
我们还可分别考察Ｑ和（－Ｑ）的电场能以及

它们之间的相互作用能Ｗ ＋、Ｗ －以及Ｗ ±．

Ｗ＋＝ε０２∫
∞

Ｒ１

Ｑ
４πε０ｒ（ ）２

２

４πｒ２ｄｒ＝ Ｑ２
８πε０Ｒ１

同理 Ｗ －＝ Ｑ２
８πε０Ｒ２

Ｗ ±可写成

Ｗ ±＝（－Ｑ） Ｑ
４πε０Ｒ２＝－

Ｑ２
４πε０Ｒ２

以上３式相加恰为Ｑ
２

８πε０
１
Ｒ１－

１
Ｒ（ ）２ ，和式（１８）一致．

当然还可以将Ｗ 表示成Ｑ
２

２Ｃ
，Ｃ＝４πε０

Ｒ１Ｒ２
Ｒ２－Ｒ１

正是熟知的球形电容器的电容．由此可见Ｑ
２

２Ｃ
为电

容器贮存的总电场能，而不仅是两球壳上电荷彼
此间的相互作用能．
应该说明的是，除式（４）和式（７）外本文的讨

论都是在导体分布在有限空间，电场并不延伸至
无穷远处的前提之下的．因此，原则上不适用于理
想无限大平板电容器的情形；但仍可根据本文的
观点对实际情形作一些有益的讨论．
例３　理想无限大电容器．将其看作两个带电

导体，仍可应用式（４）．设用Ｅ＋和Ｅ－分别表示正

极板和负极板的电场，则在电容器外部 Ｅ＋ ＝
－Ｅ－，Ｅ２＋＝Ｅ２－，因而ρｅ＝０，符合电场仅集中于电
容器内部的实际．在电容器内部Ｅ＋ ＝Ｅ－，ρｅ＝
１
２ε０

（２Ｅ＋）２＝２ε０ σ
２ε（ ）０

２

＝１２
σ２

ε０．
其中，σ为极板

电荷面密度的绝对值．实际电容器极板面积Ｓ总

是有限的，σ＝ＱＳ
，Ｑ为极板带的电量．如忽略边缘

效应，电场总能量Ｗ＝ρｅＳｌ，ｌ为极板间距．注意极

板间电场强度Ｅ＝２Ｅ＋＝２Ｅ－＝Ｖｌ
，Ｖ 为电容器两

板间的电压，可得Ｗ＝１２ＱＶ
，这正是熟知的结果．

而根据式（１５），Ｗ＝１２Ｑ
（Φ＋ －Φ－）＝１２ＱＶ

，当然

二者相同．但应注意Φ＋和Φ－都是正负极板上所

有电荷对两极板电势贡献的总和．值得注意的是，
由于极板上的电荷量在理想情形下为无限大，单
个极板的固有能和彼此间的相互作用能均发散．
由以上数例可以使我们体会到应用式（１５）可

计算单个荷电导体或荷电导体系的电场能，使用
式（８）则可计算两个荷电导体或多个荷电导体之
间的相互作用能．但在对与这些能量相关的基本
概念的理解方面式（７）却更为有益也更为深刻．
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