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使用计算机图形编程实现单摆相关演示实验

安克难
,

魏心源
,

吕景林

复旦大学 物理系
,

上海 20 043 3

摘 要 : 本文从最基本的动力学方程入手
,

利用计算机编程实现模拟单摆的运动演示
,

本模拟的特点在于单摆的摆幅
、

阻尼
、

驱动力均为可调参数
,

因而这个模拟实验可用于物理

课上各种特征现象的演示
,

也可用于对单摆实验感兴趣的学生对单摆运动的相关研究
.
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物理学是一门实验科学
,

在进行理论授课时
,

良好的演示实验可以起到事半功倍的效果
。

但是受到客观条件的制约
,

很多情况下实验或因条件苛刻
、

设施复杂
,

很难实现
,

或因现象

不明显
,

无法有效的进行演示
。

而使用计算机模拟进行演示可以很好的解决这些问题
。

同时
,

利用计算机强大的处理能力
,

可以让我们从最基础的方程入手
,

将需要大量繁琐运算甚至没

有解析解的物理现象演示出来
。

本文采用 M FC 图形编程
,

实时演示单摆的自由振动
、

阻尼

振动
、

受迫振动
。

本演示有别于常规演示的特点在于本程序不仅可以演示理想单摆的自由

振动
、

阻尼振动
、

受迫振动
,

还可将单摆的摆幅在 0
一

90 度之间任意调节
,

在演示任意摆幅

单摆振动的同时给出任意摆与理想单摆在运动曲线
、

角速度曲线
、

角加速度曲线以及两者之

间的角度差的比较
,

这对于了解理想单摆与实际单摆之间的差别很直观有效
。

1 单摆的动力学方程

对绳长为 L
,

质量为 m 的单摆
,

若其运动中受到的粘滞阻力为凡 二 一 r
·

乡L ( r 为阻

尼系数 )
,

周期外力为凡 ·
代co s而

,

则此时单摆的角加速度应为
,

夕 = 一 g /乙
·

s in o 一 了 /m
·

0 +
只

c o s砚 / m L ( l )

原则上
,

我们从 ( l) 式出发
,

可以得到不 同情况下单摆的振动
。

L l 小角度和大角度单摆

如果考虑最基础的情况
,

即没有阻尼也没有周期性变化的外力
,

那么 ( l) 式可以简写为
:

8 = 一 g / L
·

s i n o ( 2 )

这个二阶微分方程没有解析解
,

而且单摆也不作简谐振动
。

通常我们对单摆做小角度摆

动近似
,

此时有 s in 夕二 夕 (小于 10
0

时 )
,

( 2 ) 式写为
:

e 二 一 g / L
·

0 ( 3 )

方程的解为
: 0 一 s00 in( 哪

+ 劝
,

% 一

棺万 (4)

残为单摆系统的固有圆频率
,

实际情况中
,

当小角度条件不能满足的时候
,

具体的运

动方程无法给出
,

只能定性的指出此时振动周期与小角度情况计算的值不同
。
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序可演示做任意角度摆动的单摆与理想单摆摆动的对比
,

包括运动曲线
、

角速度曲线
、

角加

速度曲线
、

角度差曲线等
。

L Z 有阻尼的单摆

如果阻尼被考虑
,

那么利用小角度近似后的微分方程为
:

0 + 厂/ m
·

0 + g / L
·

0 = 0 ( 5 )

这样的一个方程
,

设 2刀= r / m
,
必 , = g / L

,

可以得出
:

。 ·
00
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( 6 )

其中
,

从
,

凡
,

A
,

B 为一些由初始角度等确定的参数
。

这组方程对应着三种不同的阻尼振动
。

即欠阻尼
、

临界阻尼
、

过阻尼
。

这组方程的解需要用到很深的数学知识
,

并且仅从表达式我

们也很难看出其运动规律
。

如果不满足小角度条件
,

更是无法有解析解
。

本程序实现了任意

角度单摆的阻尼摆动演示
。

L 3 受迫振动

受迫振动的情况相较前面更为复杂
。

其解的形式也牵扯到更多的参数
。

一般来说
,

我们

提到受迫振动时都会了解的是
,

在振动稳定时系统振动的频率应该等于受迫振动的驱动力频

率
。

但是系统从无驱动力到有驱动力直到稳定之间的运动很难描述
。

在这个程序模拟中
,

我

们可以看到其中的变化形式
。

事实上
,

上面几种提到的情况可以同时出现
。

如
,

一个大角度带有阻尼的摆
,

或者一个

有阻尼的受迫振动等
。

这些运动的变化会更加复杂
。

由于我们在使用计算机模拟时需要的只

是运动方程
,

然后以一定的时间间隔做递推的模拟
。

所以这些复杂的变化都可以轻松的在我

们的程序中演示出来
。

2 程序实现和功能演示效果

本文用 M FC 图形编程直接从动力学方程入手模拟
。

首先由用户选定初始的参数
,

然后

程序用 ( 4) 式计算此时的各项运动参量
,

取一个很短的时间间隔
,

通过上一时刻的各项值

计算下一时刻的各参量
。

同时在屏幕

上实时输出图像和摆的演示
。

这样
,

我们就避开了繁琐的数学运算
,

以最

为清晰的方法演示了其中的物理规

律
。

下面介绍一下我们的软件可以实

现的几项功能
。

.2 1 总体窗口

设计的程序界面分为三个区域
,

I 为显示区
,

n 为控制区 (见图 l )
,

m 为系统区
。

在显示区我们主要显

示两部分内容
,

一是动态的按照运动 —
~ 一一

规律运动的摆
,

二是所选择的物理量
, , l’m , ,

, 卜 , 。 ` * 二 二血 , 、 图 1 程序总体的布局
随时间的变化曲线

;
操作区用来初始 因

’

仕 J/’ 心 冲阴
` .目 2刊
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化各项参数以及选择需要观察的物理量
,

详见 2
。

在调

节好单摆初始的角度
,

单摆运动中相对阻尼的大小
,

以

及驱动力之后
,

点击相应按钮
,

即可同时显示单摆的角

加速度
,

角速度
,

摆角度以及不同摆的角度差等物理量

随时间的变化
,

或单独显示某一物理量随时间变化线
,

点击暂停可以切换到其他物理量的演示
。

.2 2 单摆幅度的调节对振动的影响

我们的程序可以实现不同摆幅单摆运动的演示
。

单

摆初始角度的调节范围为 1~9 o0
。

为了说明大角度单摆

的运动 (红色表示 ) 和简谐运动的差别
,

我们用一个
“
理

想摆
”

(绿色表示 ) 来做对比
,

这个摆受到的回复力即

使在大角度也满足式 ( 3 )
,

即它作的是简谐运动
。

图 3

中使用的初始摆幅为 9 a0
,

阻尼和驱动力均为 0
。

可以

看到由于摆幅角度很大
,

两个摆的运动出现了不一致
。

同样的我们也可以给出两个摆的角速度
,

角加速度随时
·

间变化曲线的对比情况 (在实际演示中可以用
“
显示全

部
”
功能来实现 )

。

经过对比可以发现
,

大角度的单摆

仍然在做一种周期性的运动
,

但与简谐振动偏差较

大
,

而作小角度摆动时
,

单摆的运动和简谐运动将非

常接近
,

近似是合理的
。

.2 3 有阻尼的单摆运动

本程序也可用来演示有阻尼的单摆运动
。

阻尼项

系数可以从 0礴 0 调节
,

10 时会恰好使系统处于临界

阻尼的状态
。

我们可以用程序清晰地演示阻尼由小变

大单摆运动规律的变化
。

图 4 给出了不同阻尼下单摆

的角度随时间变化曲线
。

为了把我们的精力集中在阻

尼上
,

我们取了小角度情况
。

从上到下阻尼依次增大
,

第一条曲线为欠阻尼情况
,

第二条曲线为临界阻尼
,

最后一条曲线为过阻尼
。

可以看出
,

临界阻尼情况下

单摆到达最终平衡位置需要的时间最短
。

同时
,

如果

我们观察有阻尼情况下单摆的角加速度和角速度随

时间变化曲线
,

也能得到类似的结论
。

.2 4 受迫振动

程序还能用来演示受迫振动情况下单摆的运动
。

我们知道
,

有一个周期性外力作用且有阻尼的情况

下
,

最终系统运动的频率会和驱动力的频率相同
。

而

驱动力频率在某个特殊值的时候
,

系统的振幅会最

大
,

称为共振
。

但是系统受迫振动达到稳定前的运动

特征
,

我们不得而知
,

也没有一个理想完善的解答
。

我们的程序可以有效的演示这一点
。

首先
,

在没有阻

尼的情况下
,

单摆的振动是一个本征振动和驱动力引

起振动的叠加
,

在引入了阻尼后
,

由于阻尼的作用
,
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会
“
滤去

”
单摆的本征振动部

分
,

最终得到驱动力频率的振

动 (见图 5 )
。

此外可看到
,

对

于无阻尼系统
,

最终叠加的振

动的振幅和驱动力的初始相位

也有着紧密的关系
。

.25
霭盟馨篡

况中
,

我 图 5 受迫振动演示

们为了描述清楚某一具体的现

象
,

通过人为选择参数
,

屏蔽了其他因素的影响
。

事实上由于整体的程序设计直接依赖于动

力学方程
,

并非某些数学推出的公式
,

我们的程序有着很高的自由度
,

我们可以改变参数的

组合
,

获得一系列其他的有趣的结论
。

例如
,

同样是阻尼运动
,

对于大角度情况是实际单摆

更快达到平衡位置
,

还是理想的简谐运动摆更快 ? 我们是否可以通过比较程序中测得的大角

度摆的周期和简谐运动周期的比值来测量重力加速度等
。

这些复杂的单摆问题
,

都可以用我

们的程序或者程序的后续版本加以描述和解决
。

3 结语

使用 M F C 图形编程工具制作的本程序
,

直接从动力学方程入手
,

避开了数学方程
,

从

而可以方便的改变振幅
、

阻尼
、

驱动力等不同的参量
。

实现了清晰的关于大角度单摆
、

有阻

尼单摆等问题不同情况下的演示和对比
。

可以作为一款有效的演示程序用于教学
。

同时
,

由

于它具有很高的自由度
,

我们也可以从中深入研究许多单摆相关的运动问题
,

填补某些因操

作复杂带来的实验空白
。
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