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1 数学

*不做特殊说明则连续可导，使用爱因斯坦求和约定

1.1 初步

1.1.1 坐标系

记D维空间中的一组坐标(x1, x2, x3, · · · , xD)，在空间中有这样一个函数ϕ = ϕ(x)，其中x表示向

量(x1, x2, x3, · · · , xD)。对于空间中的一段小位移dx，有ϕ的变化量

dϕ =
∂ϕ

∂xn
dxn

对于另一组坐标y，有两坐标间的变换关系yn = yn(x)，则有

∂ϕ

∂yn
=

∂ϕ

∂xm
∂xm

∂yn

1.1.2 标量

对于标量ϕ，有变换

ϕ(y) = ϕ(x)

1.1.3 逆变矢量

对于位移矢量dxn，有变换

dyn =
∂yn

∂xm
dxm

一般地，有如下变换形式的矢量V n称为逆变矢量

V n(y) =
∂yn

∂xm
V m(x)

1.1.4 协变矢量

对于标量场的梯度矢量∂xnS，有变换

∂S

∂yn
=
∂xm

∂yn
∂S

∂xm

一般地，有如下变换形式的矢量Vn称为协变矢量

Vn(y) =
∂xm

∂yn
Vm(x)

1.1.5 张量

将多个具有协变指标或逆变指标的矢量相乘得到（协变/逆变）张量，如AmBnCs = Tmns ，如此定

义的张量有如下变换

Tmns (y) =
∂ym

∂xr
∂yn

∂xt
∂xp

∂ys
T rtp (x)

在进行坐标变换时，张量本身不会发生变化，只有张量的分量改变。如果在一个坐标系中张量为0，那

么这个张量在任何一个坐标系中都为0。
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1.1.6 指标缩并

将一个张量的一对指标取相同的值并求和，得到一个新的张量，其阶数减2

Tmnpqrsm = Tnpqrs

1.2 进一步

1.2.1 度规张量

在直角坐标系中，有相邻两点间距离

ds2 = (dx1)2 + (dx2)2 + · · ·+ (dxn)2

= δmndxmdxn

则对于任意坐标系有

ds2 = δmn
∂xm

∂yr
∂xn

∂ys
dysdyr

记系数

δmn
∂xm

∂yr
∂xn

∂ys
= grs(y)

称为y坐标系的度规张量，这是一个二阶协变张量，则有

ds2 = gmn(x)dxmdxn

一般设gmn = gnm

如果对于某空间中一种坐标系选取，使得其度规张量可以通过坐标变换（在局部）变换为δmn的形式，

则这个空间（的局部）是平坦的。

例：二维平面的直角坐标与极坐标，有 x = r cos θ

y = r sin θ

取微分 dx = cos θdr − r sin θdθ

dy = sin θdr + r cos θdθ

带入距离微分的公式

ds2 = dx2 + dy2 = dr2 + r2dθ2

则极坐标系的度规张量为

gmn =

(
1 0

0 r2

)
非对角线项为0表示坐标轴的等值线相互垂直。
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1.2.2 度规张量的逆

将gmn看作矩阵g，有它的逆g
−1，使得g−1g = I，转化成张量运算，逆矩阵的分量构成一个有两个

逆变指标的张量，于是有

(g−1)mrgrn = δmn

(g−1)mn简记作gmn。

1.2.3 指标升降

对于一个逆变矢量（指标），可以通过与度规相乘构建一个对应的协变矢量（指标），如下

V mgmn = Vn

同理

Vmg
mn = V n

可以认为逆变指标对应一个矢量在坐标轴上的分量，而协变指标对应一个矢量在坐标轴上的投影。

1.2.4 距离公式的另一种写法

通过下降dxm的指标得到一个协变矢量dxn = dxmgmn，再对dx上下标缩并，得到

dxmdxm = dxmdxngmn = ds2

1.3 张量微积分

1.3.1 标量的导数

如前文所说，对于标量场ϕ，注意到ϕ(x) = ϕ(y)，有它的导数

∂ϕ(y)

∂ym
=
∂xn

∂ym
∂ϕ(x)

∂xn

是一个矢量。

1.3.2 张量（矢量）的导数

对矢量的分量直接求导得到的结果

∂Vn(y)

∂ym
6= ∂xs

∂ym
∂Vn(x)

∂xs

并不是一个张量，因为同一矢量在不同坐标系下的分量不一定相等。通过对笛卡尔坐标系中矢量的导

数做张量变换可以得到矢量求导的一般方法

∇nVm =
∂Vm
∂yn

+ ΓrnmVr

这样的导数称为协变导数。类比可得，张量的协变导数可写成

∇pTmn =
∂Tmn
∂xp

+ ΓrpnTmr + ΓspmTsn



1 数学 7

逆变导数的写法与之类似

∇nV m =
∂V m

∂xn
+ ΓmnsV

s

其中Γ项的引入来源于坐标轴可能的弯曲。由于笛卡尔坐标系的性质，如果一个张量的分量在笛卡尔坐

标系中为定值，那么这个张量就是一定值，由此可以得到

∇rgmn = 0

展开后可以解得

Γpmn =
1

2
gpq(

∂gqn
∂xm

+
∂gmq
∂xn

− ∂gmn
∂xq

)

称作克里斯托弗符号，它不是一个张量。

1.3.3 沿曲线求导

记弧长为s作为自变量，有标量沿曲线方向的导数

dϕ

ds
=

∂ϕ

∂xm
dxm

ds

其中dxm

ds
是曲线的单位切向量。类比可得矢量沿曲线方向的导数为

∇mV ndxm

ds

1.3.4 测地线

特别地，如果我们求曲线的切向量沿曲线的导数可以得到

d2xn

ds2
+ Γnmr

dxm

ds

dxr

ds

则方程
d2xn

ds2
+ Γnmr

dxm

ds

dxr

ds
= 0

描述的曲线就是测地线，在平直空间中就是直线。

1.4 曲率

1.4.1 矢量的平行移动

沿着某条曲线移动矢量，使得矢量尽可能平行于自身，这称为矢量的平行移动。其满足方程

∇nV mdxn

ds
= 0

变形得

dV m = −ΓmnpV
ndxp

若将矢量沿闭合曲线平行移动一周后该矢量无法与原矢量重合，则这一闭合曲线所在的空间非平坦。
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1.4.2 锥面与球面

通过观察圆锥展开图可以发现，沿着圆锥面上的闭合曲线平行移动一个矢量，如果该闭合曲线不

包含顶点，则移动一周后矢量与原矢量重合，如果该闭合曲线包含原点，则矢量和原矢量有一夹角，其

夹角等于圆锥的亏损角。

如果在一球面上沿闭合圆平行移动矢量，则可等价于在一与球面相切的圆锥上移动，其角度变化

也等于该圆锥的亏损角。可以证明，在球面上平行移动矢量造成的角度变化正比于闭合曲线包裹面积，

而球面半径恒为一定值，由此可以联想到，用“角度变化面密度”来描述曲面的弯曲程度，我们将这

个量定义为二维曲率。

1.4.3 黎曼张量

考察在xµ, xν两个轴确定的平面上的一个微小闭合四边形曲线，其中四条边分别平行于两个坐标

轴，根据曲率的定义有

δV σ = RστµνV τdxµdxν

带入矢量平行移动的公式，解得

Rστµν =
∂

∂xµ
Γσντ −

∂

∂xν
Γσµτ + ΓσµλΓλντ − ΓσνλΓλµτ

这个张量称为黎曼（曲率）张量，四个指标中µν表示闭合曲面所确定的平面，στ表示矢量转过角度所

在的平面，为了更好展示对称性，我们把唯一一个上标下移，得到Rλτµν = gλσRστµν，注意到黎曼张量
满足以下对称性

Rλτµν = −Rτλµν = −Rλτνµ = Rµνλτ

同时我们也可以注意到黎曼张量实际上是两个不同方向协变微分的对易子，这从推导过程亦可看出。

1.4.4 里奇张量

由黎曼张量缩并得到

Rτν = Rαταν

称为里奇张量。值得注意的是，在三维空间中里奇张量和黎曼张量完全等价，因为在三维空间中一个

平面可以只由一个轴决定。

1.4.5 标量曲率

由里奇张量进一步缩并得到

R = Rαα

称为标量曲率。标量曲率为零是空间平坦的必要不充分条件。
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2 物理

*如不特殊说明取光速c = 1

2.1 狭义相对论

2.1.1 时空度规

在时空中两个事件之间的固有时用微分形式表示为

dτ2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2

这在洛伦兹变换下保持不变。现将四维时空坐标记为xµ = (x0, x1, x2, x3)，此处约定讨论时空时以希腊

字母做上下标，则对于任意时空坐标系（参考系）有

dτ2 = gµνdx
µdxν

在闵可夫斯基时空（平直时空）中，度规张量记为

ηµν =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


2.1.2 因果律

如果两个事件之间dτ2 > 0，则这两个事件是类时的，他们之间存在因果关系，因而在任何参考系

中这两个事件的先后顺序都是确定的。如果两个事件之间dτ2 < 0，则这两个事件是类空的，他们之间

不存在因果关系，并且互不影响。任何一个有质量的物体运动的世界线必定是类空的。

2.1.3 光速

特别地，如果两个事件之间dτ2 = 0，则这两个事件是类光的，光速被定义为：沿这个速度前进时，

世界线是类光的，那么这样的速度就是光速。在惯性参考系中光速等于c。

2.1.4 四维流矢量

以电荷为例，在单位体积内的电荷数称为电荷数密度

dQ

dV
= ρQ

单位时间通过单位面积的电荷数称为电流密度

dQ

dAmdt
= Jm

注意到这两者都是电荷微元比时空体积微元，将它们合并定义四维电流矢量

Jµ = (ρQ, J
1, J2, J3)
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2.1.5 连续性方程

描述电荷守恒不仅是全局电荷守恒，更重要的是局域电荷守恒，即电荷变化量等于流出边界的电

荷量，有连续性方程
∂Jµ

∂xµ
= 0

2.1.6 动量能量张量

系统的能量和动量构成四维动量pµ = (E, p1, p2, p3)，由于这四个分量分别具有守恒定律，类比电

荷我们对每个分量都需要定义密度和流，它们构成一个二阶张量T µν，它的分量是pµ在xν方向上的流密

度，这个张量叫做动量能量张量。

由此，狭义相对论下的动量和能量的守恒方程就可以写成如下形式

∂T µν

∂xν
= 0

2.2 广义相对论

2.2.1 测地线与运动方程

根据等效原理，只受万有引力的自由粒子运动轨迹应当是一条测地线

d2xµ

dτ2
+ Γµσλ

dxσ

dτ

dxλ

dτ
= 0

在非相对论的近似下，dτ2 ≈ dt2 = (dx0)2，此时测地线方程即粒子运动方程化为

d2x

dt2
= −Γ1

00 = −1

2
g1µ(

∂gµ0
∂t

+
∂g0µ
∂t
− ∂g00
∂xµ

)

同时假设引力和引力场的变化（即引力源的运动）都很弱，则有gµν ≈ ηµν，于是

d2x

dt2
= −1

2

∂g00
∂x

同时在经典力学中，设引力势为φ，则有
d2x

dt2
= −∂φ

∂x

于是可以知道g00和万有引力势之间存在联系g00 = 1
2
φ + C，根据对无穷远处的情形分析，我们发现常

数C = 1。

2.2.2 引力场的源

根据经典力学，万有引力中有高斯定理

∇ · ~A = −4πρG

其中 ~A为万有引力引起的加速度场，则有

∇2φ = 4πρG

质量密度实际上等同于能量密度，而引力势和g00有关，于是我们可以得到一个近似的方程

∇2g00 = 8πGT 00
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2.2.3 爱因斯坦方程

通过对以上方程观察，不难猜想如果能找到一个张量Gµν使其在非相对论近似下有G00 ≈ ∇2g00，

那么以下张量方程就可能成立

Gµν = 8πGT µν

这样的一个张量应当仅包括度规张量和二阶导数。从能量守恒的角度出发我们可以得到一个满足这样

条件的张量

Gµν = Rµν − 1

2
gµνR

这个张量被称为爱因斯坦张量。于是我们有爱因斯坦方程

Rµν − 1

2
gµνR = 8πGT µν

对其两边同时乘gµν缩并后带回原方程可以得到爱因斯坦方程的另一种形式

Rµν = 8πG(T µν − 1

2
gµνT )

2.2.4 关于G的推理过程*

由广义相对论的能动量守恒方程可得

∇νGµν = 8πG∇νT µν = 0

因为Gµν中应包含度规张量和二阶导数，猜测Gµν = Rµν，有

∇µRµν =
1

2
gµν∇νR

=
1

2
∇ν(gµνR)

第二个等式来自度规张量的协变导数为零这一事实。由此可以发现满足能动量守恒的一个Gµν

Gµν = Rµν − 1

2
gµνR

2.2.5 真空解定性讨论

特别地，在爱因斯坦方程中，如果取T µν = 0，即空间中没有物质，则

Rµν − 1

2
gµνR = 0

用gµν进行缩并并注意到gµνg
µν = δµµ = 4，可以得到标量曲率为0，带回缩并前的方程，发现里奇张量

同样为0。然而在四维时空中，里奇张量不能完整表明时空的弯曲程度，也即没有物质的时空仍可能是

不平坦的，诸如引力波的扰动仍可能存在。这样的扰动同样也会携带能量，而这种能量是不被动量能

量张量刻画的。

2.2.6 宇宙常数

由于度规张量的协变导数和爱因斯坦张量一样为0，因此以下方程也满足能动量守恒

Gµν + Λgµν = 8πGT µν

其中常数Λ被称为宇宙常数，其出现会为引力定律引入一项修正，修正项的吸引/排斥取决于其符号。



2 物理 12

2.2.7 拉格朗日量

一个自由粒子的作用量被定义为

S = −m
∫ B

A

dτ

对其展开可得

S = −m
∫ B

A

√
gµνdxµdxν

= −m
∫ B

A

√
gmndxmdxn + 2gm0dxmdt+ g00dtdt

= −m
∫ B

A

√
gmn

dxm

dt

dxn

dt
+ 2gm0

dxm

dt
+ g00dt

= −m
∫ B

A

Ldt

由此可得，自由粒子的拉格朗日量为

L =

√
gmn

dxm

dt

dxn

dt
+ 2gm0

dxm

dt
+ g00

2.3 一些特定问题

2.3.1 匀加速参考系

狭义相对论中，匀加速参考系的世界线是一族双曲线

x2 − t2 = ρ2

这样的一条世界线在洛伦兹变换下保持不变，这保证了沿着世界线运动的观察者观察到的自身加速度

恒定不变。我们可以把它写成 x = ρ coshω

t = ρ sinhω

其中，ρ是类空参量，ω是类时参量。

在该参考系下，沿不同双曲线运动的观察者之间的距离保持不变，但他们的加速度不同，越靠近

原点的观察者加速度越大。这样的坐标系具有一个事件视界，即双曲线族的渐近线x = t。当物体的世

界线越过渐近线后，它发出的光就永远无法被该参考系下的观察者接收到，对观察者而言，该物体会

无限逼近事件视界而无法到达。值得注意的是，此时的时空依然是平直的。

2.3.2 伦德勒度规

现在写出匀加速参考系的时空度规

gµν = diag{ρ2,−1,−1,−1}

这个度规被称为伦德勒度规。值得注意的是，我们知道，度规的时间时间分量可以类比为经典力学中的

引力势，而在伦德勒度规中度规的时间时间分量随距离变化而变化，因此这会导致一个向原点的“力”

的产生。
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2.3.3 史瓦西度规

对于质点，其外侧的时空度规如下（空间使用球坐标，即xµ = (t, r, ϕ, θ)）

gµν = diag{1− 2MG

r
,− 1

1− 2MG
r

,−r2,−r2 sin2 ϕ}

这被称为史瓦西度规。当距离很远或质量很小时，史瓦西度规即转变为平坦空间的度规

gµν = diag{1,−1,−r2,−r2 sin2 ϕ}

根据伯克霍夫定理，对于任何有边界的球对称质量分布，在边界外的时空度规和黑洞度规一样。

2.3.4 史瓦西度规和伦德勒度规的关联

在伦德勒空间中，设ρ2 = χ，在新的坐标中有

dτ2 = χ2dω2 − dχ2

= χdω2 − dχ2

4χ

可以发现其形式与史瓦西解的形式相似。

在史瓦西度规中，当r = 2MG时，出现了时空奇点，此时时间对固有时的系数为0，而空间对固有

时的系数为无穷大，如果r < 2MG，则类时坐标和类空坐标的符号发生互换。而在伦德勒度规中对应

的分界点是χ = 0，也就是伦德勒视界。根据定义，χ < 0出现在双曲线渐近线的另一侧，在这里同样

类时坐标和类空坐标的符号发生互换。然而需要记住的是，在伦德勒度规中，时空本身依然是平坦的，

只是特殊的坐标系选取造成了奇异的现象。

2.3.5 在黑洞视界附近

在r ≈ 2MG时，我们可以对史瓦西解做一些小量近似

dτ2 = (1− 2MG

r
)dt2 − dr2

1− 2MG
r

− r2dΩ2

≈ r − 2MG

2MG
dt2 − 2MG

r − 2MG
dr2 − dy2 − dz2

现在我们要求在视界周围一点到视界处的固有距离，需要求以下积分

ρ =

∫
ds =

∫ r

2MG

√
2MG

r − 2MG
dr

= 2
√

2MG
√
r − 2MG

现在以坐标ρ代替r重新写出度规

dτ2 =
ρ2

16M2G2
dt2 − dρ2 − dy2 − dz2

将其与伦德勒度规对比

dτ2 = ρ2dω2 − dρ2 − dy2 − dz2

我们会发现，只要令ω = t/(4MG)，那么这两个坐标就完全等价了。也就是说，在靠近黑洞视界的地

方，时空几何与匀加速参考系的几何完全一样。换言之，黑洞视界附近的空间同样是平坦空间。
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2.3.6 视界内部

在视界内部，dr2和dt2的符号改变，此时r = const成为一个类空曲面，即成为一个时间坐标，其

上的世界线亦变为类空的，因而物体不可能维持在一个恒定不变的r，只能加速坠落。时空在r = 0处是

一个奇点，而这个点同样是一个类时坐标，于是进入视界内部后物体就将无可避免地撞上奇点。
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