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1 量子场论

1.1 经典场论

1.1.1 经典力学回顾

在经典力学中，作用量由拉格朗日量给出

S[qn(t)]
.
=

∫ t2

t1

dtL(qn, q̇n) (1)

在对广义坐标做变分后，由作用量变分为 0 的条件可以得到欧拉-拉格朗日方程
∂L

∂qn
− d

dt
∂L

∂q̇n
= 0 (2)

为了进入哈密顿力学的部分，做变量代换

pn
.
=

∂L

∂q̇n
(3)

并定义哈密顿量

H(qn, pn)
.
=
∑
n

pnq̇n − L (4)

于是运动方程变为

q̇n = {qn,H}泊松 =
∂H

∂pn

ṗn = {pn,H}泊松 = −∂H
∂qn

(5)

另外有动量和坐标的正则共轭关系

{qi, pj}泊松 = δij , {pi, pj}泊松 = {qi, qj}泊松 = 0 (6)

其中泊松括号定义为

{f, g}泊松
.
=
∑
n

(
∂f

∂qn

∂g

∂pn
− ∂g

∂qn

∂f

∂pn

)
(7)

1.1.2 经典场论

场论中，作用量变为拉格朗日密度对全时空的积分

S =

∫
d4xL(ϕα(x), ∂µϕα(x)) (8)

由场的变分得到欧拉-拉格朗日方程
∂L
∂ϕα

− ∂µ
∂L

∂(∂µϕα)
= 0 (9)

与场 ϕα(x) 对易的动量密度定义为

π(x)
.
=

∂L
∂ϕ̇α(x)

(10)

同样和经典力学类似地，哈密顿量密度为

H .
=
∑
α

παϕ̇α − L (11)
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1.1.3 诺特定理

经典力学中的诺特定理表明，每一个对称性都对应于一个守恒律。如果对于场变换

ϕ(x)→ ϕ(x) + α∆ϕ(x) (12)

拉氏量密度在至多改变一个全导数的意义下对称 (不变)，即

L → L+ α∂µJ
µ (13)

那么就认为这个系统在这个场变换下具有对称性。通过展开计算 ∆L，可以得到诺特守恒流

jµ =
∂L

∂(∂µϕ)
∆ϕ− Jµ (14)

其满足

∂µj
µ = −

(
∂L
∂ϕ
− ∂ν

∂L
∂(∂νϕ)

)
∆ϕ = 0 (15)

通过对无限小空间平移变换

xµ → xµ − αµ (16)

应用诺特定理，写出

ϕ(x)→ ϕ(x) + αµ∂µϕ(x)

L(x)→ L(x) + αµ∂µL(x) = L+ αν∂µ(δ
µ
νL)

(17)

则这里的诺特流就是

T µ
ν =

∂L
∂(∂µϕ)

∂νϕ− Lδµν (18)

这个张量被称为能量动量张量，它满足流守恒方程，但此时的形式对于两个指标并不对称，为此我们可

以构造一个张量 Sρµν = −Sµρν 来将其对称化

Θµν = T µν + ∂ρS
ρµν (19)

另一种更直接的获得对称的能动张量的方法是写出依赖于度规的作用量

S =

∫
d4x
√
−gL(gµν , ϕ, ∂ϕ) (20)

然后对度规做变分，得到的能动张量形式为

T µν = − 2√
−g

∂(
√
−gL)

∂gµν
(21)

1.1.4 洛伦兹群

一个相对论性场论应该满足洛伦兹协变性，即场应该遵循洛伦兹变换，这意味着场的变换是洛伦兹

群的某个表示。不同的变换 (不同的表示) 因而定义了不同类型的场。要求这样的洛伦兹群的表示，实
际上就是求对应李代数的表示。

我们知道，三维的旋转群是由角动量算符

J = x× p (22)
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生成的。通过简单的类比，可以推广到更一般的四维洛伦兹变换生成元

Jµν = i(xµ∂ν − xν∂µ) (23)

同样与三维类似，我们给出它的对易关系

[Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ + gµσJνρ) (24)

这就是洛伦兹群对应的李代数应该满足的形式。

1.1.5 表示与场

标量场 洛伦兹群最简单的表示就是一维平凡表示，它对应的场在洛伦兹变换下不变，这就是一个标量

场。我们最终希望构造的拉格朗日密度也应该是一个洛伦兹标量，因此对于其他非平凡表示对应的场，

我们需要找到构造平凡表示 (洛伦兹标量) 的方法。

旋量场 考虑一组矩阵 γi 满足

{γµ, γν} = 2gµν × 1 (25)

它们构成狄拉克代数的一部分。由此出发构造矩阵

Sµν .
=
i

4
[γµ, γν] (26)

可以证明这是一种洛伦兹李代数的矩阵表示。如果在三维空间中取 γi = iσi，就得到三维旋转的 2 × 2

矩阵表示。对于四维闵氏时空，狄拉克矩阵至少要是 4× 4 的。

按这种表示的形式变换的四分量场称为旋量场，注意到这是一个可约表示，因此一个旋量场实际上

可以分解为两个二分量的外尔旋量。

矢量场 考虑这样一个矩阵表示

(J µν)αβ
.
= i(δµαδ

ν
β − δµβδ

ν
α) (27)

其中 µν 是群元的指标，而 αβ 是矩阵指标，它也是一种洛伦兹李代数的矩阵表示，并且不难发现它生

成的洛伦兹群表示就是我们熟知的四矢量的洛伦兹变换矩阵。按这种形式变换的场就被称为矢量场。

1.2 自由标量场

在这里说明本文采用的记号：由于场论中坐标通常不作为算符出现，因此 x，y 等通常情况下均表示坐标值；而动

量算符和动量本征值则沿用量子力学笔记中的记号，所有本征值均用带下标的字母表示，不带下标的字母则表示算符。

1.2.1 克莱因-戈登方程

从标量场 ϕ 和它的一阶导出发可以构造出的洛伦兹标量包括 ϕ，∂µϕ∂
µϕ 等，从中构造一个洛伦兹

不变的拉格朗日密度如下

L .
=

1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 (28)
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这就是自由标量场的拉格朗日密度，写出欧拉-拉格朗日方程

(∂µ∂
µ +m2)ϕ = 0 (29)

这被称为克莱因-戈登方程，它是自由标量场的场方程。最后，写出场的共轭动量

π(x) = ϕ̇(x) (30)

1.2.2 正则量子化

所谓正则量子化是将正则共轭关系 (6) 推广为场的对易关系，并以此为基础进行量子化的方法。
我们将 ϕ(x) 和 π(x) 都视为算符 (注意到这里是在薛定谔图景下讨论)，并且规定它们的对易子满

足

[ϕ(x), π(y)] = iδ(3)(x− y)

[ϕ(x), ϕ(y)] = [π(x), π(y)] = 0
(31)

为了便于类比，我们做傅里叶变换将场变换至动量表象

ϕ(x) =

∫ d3p1
(2π)3

e−ip1·xϕ(p1) (32)

此时克莱因-戈登方程就变为了 [(
∂

∂t

)2

+ (p2
1 +m2)

]
ϕ(p1) = 0 (33)

这是谐振子方程，很容易得到频率

ωp1
=
√

p2
1 +m2 (34)

类比量子力学中对谐振子的处理方法，还可以引入产生湮灭算符

ϕ(p1) =
1√
2ωp1

(ap1
+ a†p1

), π(p1) = −i
√
ωp1

2
(ap1

− a†p1
) (35)

为了回到坐标表象下的场和场动量算符，做傅里叶逆变换，并注意到场算符的厄米性，有

ϕ(x) =

∫ d3p1
(2π)3

1√
2ωp1

(
ap1

eip1·x + a†p1
e−ip1·x

)
π(x) =

∫ d3p1
(2π)3

(−i)
√
ωp1

2

(
ap1

eip1·x − a†p1
e−ip1·x

) (36)

由 ϕ(x) 和 π(x) 的对易关系，可以得出产生湮灭算符的对易关系

[ap1
, a†p2

] = (2π)3δ(3)(p1 − p2) (37)

1.2.3 态的产生与湮灭

用产生湮灭算符写出哈密顿量的形式

H =

∫
d3x

[
1

2
π2 +

1

2
(∇ϕ)2 + 1

2
m2ϕ2

]
=

∫ d3p1
(2π)3

ωp1

(
a†p1

ap1
+

1

2
[ap1

, a†p1
]
) (38)
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其中第二项出现了一个无穷大 δ(0)，这是将全空间的零点能求和的结果。由于这是一个常数，而将能量

整体增减一个常数不会对物理带来可观测的改变，因此我们可以忽略这一无穷大项。

这样一来，哈密顿量和产生湮灭算符的对易关系就可以求出

[H, a†p1
] = ωp1

a†p1
, [H, ap1

] = −ωpap1
(39)

类似于谐振子，可以写出能量的本征谱。首先定义出真空态 |0⟩，其满足 ap1
|0⟩ = 0。在这之上通过连

续作用产生算符来构造一个能量本征态 a†p1
a†p2
· · · |0⟩，其对应的能量本征值为 ωp1

+ ωp2
+ · · ·。

接下来构造一个总动量算符

p
.
=

∫ d3p1
(2π)3

p1a
†
p1
ap1

(40)

与哈密顿算符类似，a†p1
a†p2
· · · |0⟩ 也是一个动量算符的本征态，其本征值为 p1 + p2 + · · ·。很容易联想

到，把这些动量和能量视作若干粒子，也就是说，每一个作用在真空态上的产生算符都可以视作激发出

了一个对应动量 (和能量的粒子)，记为

|p1⟩
.
=
√
2Ep1

a†p1
|0⟩ (41)

其中 Ep1

.
= +

√
|p1|2 +m2 在这里被用来使结果满足洛伦兹不变性。两个态的内积满足

⟨p2|p1⟩ = 2Ep1
(2π)3δ(3)(p1 − p2) (42)

其中用到了真空态的归一化条件 ⟨0|0⟩ = 1。

最后，考虑一个场算符作用在真空态上，我们得到

ϕ(x) |0⟩ =
∫ d3p1

(2π)3
1

2Ep1

e−ip1·x |p1⟩ (43)

注意到除了 1/2Ep1
项以外，这与非相对论的坐标本征态很类似。而在非相对论的情况下这一项也确实

可以被视为常数。因此，我们认为一个场算符作用于真空态上会生成一个在坐标 x 处的粒子。

1.2.4 海森堡图景

在海森堡图景下，场算符成为时间的函数。我们将时间和空间坐标统一记为时空坐标，有

ϕ(x)
.
= eiHtϕ(x)e−iHt (44)

对于场动量算符 π(x) 同理。而产生湮灭算符的时间演化可以通过它们和哈密顿算符之间的对易关系得

到

eiHtap1
e−iHt = ap1

e−iEp1
t, eiHta†p1

e−iHt = a†p1
eiEp1

t (45)

于是，在海森堡图景下，场的傅里叶变换变为

ϕ(x) =

∫ d3p1
(2π)3

1√
2Ep1

(
ap1

e−ip1·x + a†p1
eip1·x

)
π(x) =

∫ d3p1
(2π)3

(−i)
√
Ep1

2

(
ap1

e−ip1·x − a†p1
eip1·x

)
=

∂

∂t
ϕ(x)

(46)

其中动量四矢 pµ1 = (Ep1
,p1)。由海森堡运动方程可以推导出克莱因-戈登方程。

最后，由于动量算符和哈密顿算符有类似的作用，我们可以写出

ϕ(x) = eip·xϕ(0)e−ip·x (47)

其中四维动量算符 pµ = (H,p)。
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1.2.5 因果律与关联函数

由狭义相对论的因果律要求，两个局域的可观测量 O1(x) 和 O2(y) 应当满足对于类空间隔

[O1(x),O2(y)] = 0, 对于(x− y)2 < 0 (48)

现在考虑两个标量场算符的对易子

[ϕ(x), ϕ(y)] =
∫ d3p1

(2π)3
1

2Ep1

(
e−ip1·(x−y) − eip1·(x−y)

)
=D(x− y)−D(y − x)

(49)

其中定义

D(x− y) .= ⟨0|ϕ(x)ϕ(y)|0⟩ =
∫ d3p1

(2π)3
1

2Ep1

e−ip1·(x−y) (50)

为两点之间的关联函数。这是一个洛伦兹不变量。当 x− y 是类空的时候，可以通过一个连续的洛伦兹
变换将 (x− y) 变为 −(x− y)，这样一来对易子 (49) 的值就变为 0，因果性得到满足。(由于空间有三个
维度而时间只有一个，连续的洛伦兹变换可以绕过光锥将类空间隔取反号而不能将类时间隔取反号。)
如果考虑一个复数场，就能较为清楚地看出，ϕ(x) 和 ϕ†(x) 分别产生湮灭具有正负诺特荷的粒子。

于是对易子可以改写为

⟨0|[ϕ†(y), ϕ(x)]|0⟩ = ⟨0|ϕ†(y)ϕ(x)|0⟩ − ⟨0|ϕ(x)ϕ†(y)|0⟩ (51)

它们分别表示带正 (负)荷的粒子从 x到 y(y 到 x)的振幅。为了使这两项抵消，两种粒子必须具有相同
的质量，换言之，量子场论中要求粒子和反粒子拥有相同的质量和相反的量子数 (在此处是粒子的荷)。
对应于实的克莱因-戈登场，则粒子的反粒子就是自身。

1.2.6 传播子

现在进一步考察对易子的性质

⟨0|[ϕ(x), ϕ(y)]|0⟩ =
∫ d3p1

(2π)3
1

2Ep1

(
e−ip1·(x−y) − eip1·(x−y)

)
=

∫ d3p1
(2π)3

∫ dp01
2πi

−1
p21 −m2

e−ip1·(x−y)

(52)

其中最后一个积分在实轴上有两个关于原点对称的极点 ±Ep1
，绕这两个极点有四种可以选择的积分回

路，另一方面，将回路闭合所用的大圆在上下半平面则取决于 x0 − y0 的正负，正值对应于下半平面的
无穷大半圆，反之亦然。

这样一来，不同的回路选择对应不同的积分结果。例如，两个小圆弧均取上半圆的积分回路会得到

DR(x− y)
.
= θ(x0 − y0) ⟨0|[ϕ(x), ϕ(y)]|0⟩ (53)

这是一个克莱因-戈登方程的格林函数，由于它在 x0−y0 < 0时取 0，我们称其为推迟格林函数 (retarded
Green’s function)。其中较为有用的一种结果是在 −Ep1

处取下半圆而在 +Ep1
处取上半圆得到的结果，

我们将其称为费曼传播子

DF (x− y)
.
=θ(x0 − y0) ⟨0|ϕ(x)ϕ(y)|0⟩ − θ(y0 − x0) ⟨0|ϕ(y)ϕ(x)|0⟩

= ⟨0|Tϕ(x)ϕ(y)|0⟩
(54)
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最后的 T 记号称为时间排序记号，表示按照时间 (即第 0 个时空分量) 顺序将算符排序。
费曼传播子同样也是克莱因-戈登方程的格林函数。

1.3 狄拉克旋量场

1.3.1 狄拉克方程

首先，给出一组狄拉克矩阵的实现

γ0 =

(
0 12

12 0

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
(55)

此时洛伦兹变换的矩阵表示为

S0i = − i
2

(
σi 0

0 −σi

)
, Sij =

1

2
ϵijk

(
σk 0

0 σk

)
=

1

2
ϵijkΣk (56)

将它生成的洛伦兹变换矩阵记为 (Λ 1
2
)αβ。首先我们给出一个重要的表达式

(Λ−1
1
2

)σρ(γ
µ)ρλ(Λ 1

2
)λκ = (Λµ

ν)
σ
α(γ

ν)ακ (57)

左右两侧分别是对 γ 的旋量和矢量指标做洛伦兹变换。

接下来我们希望从旋量场 ψµ 中构造出一个洛伦兹标量的拉格朗日量。注意到单纯采用 ψ†
µψ

µ 并不

符合要求，因为 Λ 1
2
不是幺正的。这里定义

ψµ
.
= ψ†

ν(γ
0)νµ (58)

则可以证明 ψµψ
µ 是一个洛伦兹标量。类似地，ψα(γ

µ)αβψ
β 是一个洛伦兹矢量。这样一来，我们构造

一个洛伦兹不变的拉格朗日量密度

L = ψ(iγµ∂µ −m)ψ (59)

从 ψ 的拉格朗日方程立刻可以得到

(iγµ∂µ −m)ψ = 0 (60)

这就是自由旋量场满足的狄拉克方程，上文的拉格朗日量密度就是自由旋量场对应的拉氏量密度。

注意到如果把 (−iγµ∂µ −m) 作用在狄拉克方程的两侧，就会回归到克莱因-戈登方程

0 =(−iγµ∂µ −m)(iγν∂ν −m)ψ

=(∂2 +m2)ψ
(61)

1.3.2 外尔旋量

由于 (56) 的两个分块对于旋转表现一致而对于洛伦兹变换相差一个负号，可以把旋量的两个对应
部分分别写出来

ψ =

(
ψL

ψR

)
(62)
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这两个分量称为左手和右手外尔旋量，它们都是二分量的旋量，在无限小变换下分别为

ψL → (12 −
i

2
θ · σ − 1

2
β · σ)ψL

ψR → (12 −
i

2
θ · σ +

1

2
β · σ)ψR

(63)

如果记

σµ .
= (12,σ), σ̄µ .

= (12,−σ) (64)

则狄拉克方程可以写为 (
−m iσµ∂µ

iσ̄µ∂µ −m

)(
ψL

ψR

)
= 0 (65)

如果取 m = 0 则两个外尔旋量的方程会解耦合，得到的方程称为外尔方程

iσ̄µ∂µψL = 0, iσµ∂µψR = 0 (66)

1.3.3 手征性与螺旋性

作为狄拉克代数的一部分，我们引入手性算符 (chirality operator)

γ5
.
= iγ0γ1γ2γ3 (67)

可以证明它有性质

(γ5)2 = 1, {γ5, γµ} = 0, [Sρσ, γ5] = 0 (68)

在当前的基 (55) 下，它可以写为

γ5 =

(
−12 0

0 12

)
(69)

通过手性算符可以定义正交投影算符

P±
.
=

1

2
(1± γ5) (70)

通过正交投影算符，可以分别获得一个旋量对应的左手和右手外尔旋量

P+ψ =

(
0

ψR

)
, P−ψ =

(
ψL

0

)
(71)

接下来定义螺旋性算符 (helicity operator)

h
.
=

1

2
ϵijkp̂

i
1S

jk =
1

2
p̂i1

(
σi 0

0 σi

)
(72)

这可以认为是将自旋投影到了动量方向上，其中 p̂1 是沿动量方向的单位算符。它可以用于计算旋量场

的螺旋性。
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1.3.4 平面波解

将旋量场变换至动量表象

ψ(x) =

∫
p0
1>0

d3p1
(2π)3

(
u(p1)e

−ip1·x + v(p1)e
ip1·x

)
(73)

写出动量表象下的狄拉克方程(
−m p1 · σ
p1 · σ −m

)
u(p1) = 0,

(
−m −p1 · σ
−p1 · σ −m

)
v(p1) = 0 (74)

考虑到

(p1 · σ)(p1 · σ) = m2 × 12 (75)

我们可以把解写为

u(p1) =

(√
p1 · σξ
√
p1 · σξ

)
, v(p1) =

( √
p1 · ση

−
√
p1 · ση

)
(76)

其中 ξ 和 η 是正交的二分量旋量，用于描述场的自旋。

现在考虑一个自旋向上的场 ξ = (1, 0)T，并通过洛伦兹变换将动量变换到 x3方向 pµ1 = (p01, 0, 0, p
3
1)，

则

u(p1) =


√
p01 − p31

(
1

0

)
√
p01 + p31

(
1

0

)
 m=0−→

√
2p01

(
0

ξ

)
(77)

可以看出，当 m = 0 时，得到的场是螺旋性算符 h 的本征态

hu+ = +
1

2
u+

∣∣∣∣
m=0

(78)

自旋向下的场同理，在 m = 0 时会得到 −1/2 的本征值。这表明，质量为 0 的场拥有确定的 (内禀的)
螺旋性，并且和场的自旋有关，而 m ̸= 0 时，螺旋性则会随洛伦兹坐标变换而改变。

最后，用上标表示场的自旋，我们给出一些有用的恒等式

ur(p1)u
s(p1) = 2mδrs, ur†(p1)u

s(p1) = 2p01δ
rs

vr(p1)v
s(p1) = −2mδrs, vr†(p1)v

s(p1) = 2p01δ
rs∑

s

us(p1)u
s(p1) = /p1 +m× 1,

∑
s

vs(p1)v
s(p1) = /p1 −m× 1

(79)

其中记 /p1
.
= γµp1µ。

1.3.5 狄拉克场量子化

与克莱因-戈登场类似，我们也通过在傅里叶展开谱上插入产生湮灭算符来将场量子化

ψ(x) =

∫ d3p1
(2π)3

1√
2Ep1

∑
s

(
asp1

us(p1)e
−ip1·x + bs†p1

vs(p1)e
ip1·x

)
ψ(x) =

∫ d3p1
(2π)3

1√
2Ep1

∑
s

(
bsp1

vs(p1)e
−ip1·x + as†p1

us(p1)e
ip1·x

) (80)
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可以证明，如果采用和克莱因-戈登场类似的对易关系，将会得到

H =

∫ d3p1
(2π)3

∑
s

(
Ep1

as†p1
asp1
− Ep1

bs†p1
bsp1

)
(81)

这意味着 bs†p1
产生的态会具有负的能量本征值，因而系统不再具有稳定的基态。为了解决这个问题，我

们采用反对易关系

{ψa(x, t), ψ
†
b(y, t)} = δ(3)(x− y)δab

{ψa(x, t), ψb(y, t)} = {ψ†
a(x, t), ψ

†
b(y, t)} = 0

(82)

这会给出产生湮灭算符的反对易关系

{arp1
, as†p2
} = {brp1

, bs†p2
} = (2π)3δ(3)(p1 − p2)δ

rs (83)

注意到这意味着 (a†)2 = (b†)2 = 0，并且交换两个粒子会导致波函数变号

a†p1
a†p2
|0⟩ = −a†p2

a†p1
|0⟩ (84)

因而狄拉克场的粒子遵循费米-狄拉克统计。事实上，更一般地来说，综合洛伦兹不变性、正能量本征
态、正范数和因果律会要求整数自旋的粒子服从玻色-爱因斯坦统计，而半整数自旋的粒子服从费米-狄
拉克统计。我们称 a†p1

生成的粒子为费米子，而 b†p1
生成的粒子为反费米子。

1.3.6 狄拉克场的态

写出此时的哈密顿量

H =

∫ d3p1
(2π)3

Ep1

∑
s

[
as†p1

asp1
+ bs†p1

bsp1
− (2π)3δ(0)

]
(85)

发散项的符号和自由标量场相反，因此在两种场同时存在时它们可以抵消 (这会在超对称理论中出现)。
与标量场类似，我们写出对易关系

[H, asp1
] = −Ep1

asp1
, [H, as†p1

] = Ep1
as†p1

[H, bsp1
] = −Ep1

bsp1
, [H, bs†p1

] = Ep1
bs†p1

(86)

同样与标量场类似地，可以定义总动量算符

p
.
=

∫ d3p1
(2π)3

p1

∑
s

(
as†p1

asp1
+ bs†p1

bsp1

)
(87)

接下来定义真空态 |0⟩，使得 asp1
|0⟩ = bsp1

|0⟩ = 0，在这之上通过作用产生算符可以构造激发态

|p1, s⟩
.
=
√
2Ep1

as†p1
|0⟩ (88)

这表示一个动量为 p1，能量为 Ep1
=
√
|p1|2 +m2 并在 x3 方向上有自旋极化 s 的单粒子态。归一化

关系给出

⟨p2, r|p1, s⟩ = 2Ep1
(2π)3δ(3)(p1 − p2)δ

rs (89)

为了说明 as†p1
|0⟩ 和 bs†p1

|0⟩ 的区别，考虑全局 U(1) 变换的对应的诺特荷

ψ → e−iαψ, ψ → ψeiα (90)
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其对应的守恒流为

jµ = ψγµψ (91)

于是诺特荷给出

Q =

∫ d3p1
(2π)3

∑
s

(as†p1
asp1
− bs†p1

bsp1
) (92)

这样一来可以算出 as†p1
|0⟩ 和 bs†p1

|0⟩ 分别具有正的和负的诺特荷。

1.3.7 传播子

旋量场的传播振幅为

⟨0|ψµ(x)ψν(y)|0⟩ = (i/∂x +m1)µν

∫ d3p1
(2π)3

1

2Ep1

e−ip1·(x−y)

⟨0|ψν(y)ψµ(x)|0⟩ = −(i/∂x +m1)µν

∫ d3p1
(2π)3

1

2Ep1

e−ip1·(x−y)

(93)

接下来，与标量场类似，我们可以写出一系列旋量场的格林函数，如推迟格林函数

SR(x− y)
.
=θ(x0 − y0) ⟨0|{ψ(x), ψ(y)}|0⟩

=(i/∂x +m1)DR(x− y)
(94)

同样，也可以给出费曼传播子

SF (x− y)
.
=

∫ d4p1
(2π)4

i(/p1 +m1)

p21 −m2 + iϵ
e−ip1·(x−y) = ⟨0|Tψ(x)ψ(y)|0⟩ (95)

注意到这里的时间排序要添加一个负号。

1.4 阿贝尔规范场

1.4.1 经典麦克斯韦场

经典无源电磁场的拉格朗日量密度为

L = −1

4
FµνF

µν = −1

2
∂µAν∂

µAν +
1

2
∂µAν∂

νAµ (96)

其中电磁场张量

Fµν =∂µAν − ∂νAµ

=


0 E1 E2 E3

−E1 0 −B3 B2

−E2 B3 0 −B1

−E3 −B2 B1 0


(97)

写出 Aµ 的欧拉-拉格朗日方程以及比安基恒等式 (Bianchi identity)

∂µF
µν = ∂µ∂µA

ν − ∂ν∂µA
µ = 0

∂µFνσ + ∂νFσµ + ∂σFµν = 0
(98)
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这可以给出麦克斯韦方程。注意到在这个拉氏量密度中，场的共轭动量为

π0 =
∂L
∂Ȧ0

= 0

πi =
∂L
∂Ȧi

= −F 0i = Ei

(99)

时间分量成为了一个非动力学场，这会在量子化的时候带来问题。

除此之外，这个系统还在规范变换

Aµ → A′
µ = Aµ + ∂µα(x) (100)

下不变，即由这一规范变换联系的两个场在物理上等价。为了消除多余的自由度，引入洛伦兹规范

∂µA
µ = 0 (101)

引入洛伦兹规范后，场方程变为了 4 个无质量场的克莱因-戈登方程。注意到由于规范条件的存在，这
并不意味着矢量场就是四个克莱因-戈登场的组合。

1.4.2 矢量场量子化

为了克服量子化的困难，在拉格朗日密度中加入一个拉格朗日乘子

Lξ = L −
1

2ξ
(∂µA

µ)2 (102)

此时欧拉-拉格朗日方程变为
∂µ∂µA

ν −
(
1− 1

ξ

)
∂ν∂µA

µ = 0 (103)

当 ξ = 1 时方程会变得很简单，我们称这种规范为费曼规范。在费曼规范下，拉格朗日密度可以写为

L = −1

2
∂µAν∂

µAν (104)

场的共轭动量则变为

πµ =
∂L

∂(∂0Aµ)
= −Ȧµ (105)

采用如下等时对易关系

[Aµ(x, t), πν(y, t)] = igµνδ
(3)(x− y)

[Aµ(x, t), Aν(y, t)] = [πµ(x, t), πν(y, t)] = 0
(106)

同样写出场和场动量的傅里叶谱

Aµ(x) =

∫ d3p1
(2π)3

1√
2Ep1

3∑
λ=0

ϵλµ(p)
(
aλp1

e−ip1·x + aλ†p1
eip1·x

)
πµ(x) =

∫ d3p1
(2π)3

(+i)

√
Ep1

2

3∑
λ=0

ϵλµ(p)
(
aλp1

e−ip1·x − aλ†p1
eip1·x

) (107)

其中 ϵλµ 是由极化指标 λ 编号的四个基矢量，根据其取向将四个极化方向分为类时、横向和纵向极化。

令其满足正交性和完备性关系

ϵλ1 · ϵλ2 = gλ1λ2 , ϵλ1
µ ϵ

λ2
ν gλ1λ2

= gµν (108)
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此时可以得到产生湮灭算符的对易关系

[aλ1
p1
, aλ2

p2
] = −(2π)3gλ1λ2δ(3)(p1 − p2) (109)

一个具有特定极化 ζµ =
∑

λ αλϵ
λ
µ 的单粒子态由如下给出

|p1, ζ⟩
.
=
√
2Ep1

∑
λ

αλa
λ†
p1
|0⟩ (110)

1.4.3 勃洛勒量子化

为了消除非物理的态 (类时和纵向极化)，需要引入洛伦兹规范 (101)。我们定义满足

⟨S′|∂µAµ|S⟩ = 0 (111)

的态 |S⟩ 才是物理的态。这称为勃洛勒量子化条件 (Gupta-Bleuler quantization condition)。可以等价
地将其写为

∂µA+
µ |S⟩ = 0 (112)

其中 A = A+ +A−，A+ 表示只含有湮灭算符的部分。考虑一个单粒子态 |p1, ζ⟩，有

∂µA+
µ |p1, ζ⟩ = ip1 · ζe−ip1·x |0⟩ (113)

因而一个单粒子态是物理的态等价于它的极化方向与动量正交 p1 · ζ = 0。这意味着对于 p2 = 0 的光子

而言，类时方向和纵向的极化必须大小相等，而这样的单粒子态由于具有等于零的模

⟨0|(a0p1
− a3p1

)(a0†p2
− a3†p2

)|0⟩ = 0 (114)

会破坏希尔伯特空间的正定性，因而是一个非物理的态，于是在所有物理允许的态中不存在类时和纵向

的极化。事实上，这样的态和其他物理过程均不耦合，并且不提供能量，因而可以略去不考虑。

1.4.4 传播子

易得，矢量场的费曼传播子为

⟨0|TAµ(x)Aν(y)|0⟩ =
∫ d4p1

(2π)4
−igµν
p21 + iϵ

e−ip1·(x−y) (115)

如果重新写出拉格朗日乘子则有

⟨0|TAµ(x)Aν(y)|0⟩ =
∫ d4p1

(2π)4
i

p21 + iϵ

(
−gµν + (1− ξ)p1µp1ν

p21

)
e−ip1·(x−y) (116)

其中取 ξ = 1 即为费曼规范，取 ξ → 0 则为朗道规范。

1.5 路径积分理论

1.5.1 路径积分原理

在量子力学中，从一个时空坐标到另一个时空坐标的跃迁振幅可以由下式给出

⟨xf , tf |x0, t0⟩ ∼
∑

所有可能路径

exp(iS[x(t)]) (117)
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其中对所有可能路径求和的具体方法是，考虑一个时间区间 [t0, tf ]，将其平均分为 N 个格点，就得到

一系列时间点 t0 < t1 < · · · < tN−1 < tN = tf。我们认为对所有路径求和等价于在中间的每个时间格点

遍历全空间然后求和，每条路径就对应一个序列 {x(tn)}。写出

∑
所有可能路径

= n(N)

∫ N−1∏
m=1

dnxm (118)

这里将 x(tm) 记为 xm，n(N) 是归一化因子。如果记积分算符

D[x(t)] .= lim
N→∞

n(N)
N−1∏
m=1

dnxm (119)

则路径积分原理可以写为

⟨xf , tf |x0, t0⟩ =
∫ tf

t0

D[x(t)] exp(iS[x(t)]) (120)

场是一个具有无穷大自由度的系统，因此除了时间格点化我们也需要将空间格点化处理，这相当于

我们将整个时空区域划分为 N 个格点再作积分，这个操作被称为格点正规化。对于一个场，记积分算

符

Dϕ .
= lim

N→∞
n(N)

N∏
i=1

dϕ(xi) (121)

这样一来，场的路径积分就可以写为

⟨ϕf , tf |ϕ0, t0⟩ =
∫
Dϕ exp

[
i

∫ tf

t0

d4xL(ϕ)
]

(122)

这里的积分区域可以认为是 t = t0 和 t = tf 等时面之间的整个时空区域。

1.5.2 温伯格作用量原理

首先在路径积分体系中引入算符。若一个场的算符 O(x) 定义在传播子的积分区域内，则给出它在
一个等时面上的矩阵元作为其定义

⟨ϕ2, t|O(x, t)|ϕ1, t⟩ = Oϕ1
(x, t)δϕ1ϕ2

(123)

则可以利用路径积分写出

⟨ϕ2, t2|O(x)|ϕ1, t1⟩
.
=

∫
Dϕ Oϕ(x) exp

[
i

∫ tf

t0

d4xL(ϕ)
]

(124)

现在将场做一个无穷小变换 ϕ(x)→ ϕ(x)+ δϕ(x)，起始和终止的等时面 (更一般地说是对应类空超
曲面) 也做变换 x1 → x1 + δx1 和 x2 → x2 + δx2，拉格朗日密度也有 L → L+ δL。经过这一系列变换，
得到

δ ⟨ϕ2, t2|ϕ1, t1⟩ =δ
∫
Dϕ exp

[
i

∫ t2

t1

d4xL(ϕ, ∂µϕ)
]

=i

∫
Dϕ δS exp(iS)

=i ⟨ϕ2, t2|δS|ϕ1, t1⟩

(125)
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这有时被称为施温格作用量原理 (Schwinger’s action principle)，它与路径积分原理等价，同样可以作为
量子场论的基本公理。

作为一个特例，考虑只对场做变换而保持积分区域和拉格朗日密度不变，并且令 δϕ 在积分边界上

为 0，则此时路径积分应保持不变，有

δ ⟨ϕ2, t2|ϕ1, t1⟩ = 0 = i

∫
d4x ⟨ϕ2, t2|

(
∂L
∂ϕ
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕ)

)
|ϕ1, t1⟩ δϕ (126)

因为场的变分是任意的，有算符方程

∂L
∂ϕ
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕ)

= 0 (127)

这即是场的欧拉-拉格朗日方程。

1.6 微扰场论

1.6.1 微扰展开

以 ϕ4 场论为例，有相互作用的场可以认为是在自由场哈密顿量的基础上加入额外的相互作用项

H = H0 +Hint = HK-G +

∫
d3x

λ

4!
ϕ4 (128)

其中 λ 是耦合常数。当耦合常数很小时，可以认为理论由 H0 主导，给出相互作用图景下的算符表达式

OI(x, t)
.
= ei(t−t0)H0O(x, t0)e−i(t−t0)H0

(129)

相比之下，真实的时间演化应该给出

O(x, t) = ei(t−t0)He−i(t−t0)H0OI(x, t)ei(t−t0)H0
e−i(t−t0)H (130)

相互作用图景下的算符可以由自由场理论给出，例如 ϕI(x) 遵循自由场的克莱因-戈登方程，也可
以按照自由克莱因-戈登场的傅里叶谱分解。因此我们需要研究的就是

U(t, t0)
.
= ei(t−t0)H0e−i(t−t0)H (131)

为此写出它的时间导数
d
dtU(t, t0) =− iei(t−t0)H0Hinte

−i(t−t0)H0U(t, t0)

=− iHI(t)U(t, t0)

(132)

其中

HI(t)
.
= ei(t−t0)H0Hinte

−i(t−t0)H0 (133)

这被称为相互作用哈密顿量，注意到不同时的 HI 之间不对易。

现在将微分方程重新写为积分形式，并注意到 U(t0, t0) = 1，有

U(t, t0) = 1 + (−i)
∫ t

t0

dt1HI(t1)U(t1, t0) (134)
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注意到这里的 t1 和 t 并不是与之前记号类似地表示算符和本征值，而只是表示不同时间变量。用迭代

的方法可以算出级数解

U(t, t0) = 1 + (−i)
∫ t

t0

dt1HI(t1) + (−i)2
∫ t

t0

dt2
∫ t2

t0

dt1HI(t2)HI(t1) + · · · (135)

最后，出于记号考虑，注意到等式∫ t

t0

dt2
∫ t2

t0

dt1HI(t2)HI(t1) =
1

2!

∫ t

t0

dt1
∫ t

t0

dt2THI(t1)HI(t2) (136)

于是可以把级数写为

U(t, t0) =1 + (−i)
∫ t

t0

dt1HI(t1) +
(−i)2

2!

∫ t

t0

dt1
∫ t

t0

dt2THI(t1)HI(t2) + · · ·

=T exp
[
−i
∫ t

t0

dτHI(τ)

] (137)

这个级数被称为戴森级数 (Dyson’s series)，实际计算时通常只取前几项展开。

1.6.2 相互作用真空态

显然，由于 [H,H0] 不为零，自由场和相互作用场的基态不同。我们将其分别记为 |0⟩ 和 |Ω⟩，另
外，记 |n⟩ 为 H 的本征态，有

H |n⟩ = En |n⟩ (138)

则有自由场基态 |0⟩ 的时间演化

e−iHt |0⟩ =e−iHt
∑
|n⟩ ⟨n|0⟩

=e−iEΩt |Ω⟩ ⟨Ω|0⟩+
∑

|n⟩̸=|Ω⟩

e−iEnt |n⟩ ⟨n|0⟩ (139)

由于 EΩ 是最小的能量本征值，我们可以通过取 t→ (1− iϵ)∞ 将其他本征态消除，得到

|Ω⟩ = lim
t→(1−iϵ)∞

(
e−iEΩt ⟨Ω|0⟩

)−1
e−iHt |0⟩ (140)

由于 t 趋于无穷，我们可以在其上增加一个有限的常数，经过化简可以配出

|Ω⟩ = lim
t→(1−iϵ)∞

(
e−iEΩ(t0−(−t)) ⟨Ω|0⟩

)−1
U(t0,−t) |0⟩ (141)

这被称为盖尔曼-劳定理 (Gell-Mann-Low theorem)。对于基态左矢 ⟨Ω| 同理。

1.6.3 传播子

接下来计算 ⟨Ω|Tϕ(x)ϕ(y)|Ω⟩。注意到 t1 ⩾ t2 ⩾ t3 时有

U(t1, t2)U(t2, t3) = U(t1, t3)

U(t1, t3)[U(t2, t3)]† = U(t1, t2)
(142)
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首先考虑 x0 ⩾ y0 ⩾ t0 的情况，得到

⟨Ω|ϕ(x)ϕ(y)|Ω⟩ = lim
t→(1−iϵ)∞

(
| ⟨Ω|0⟩ |2e−iEΩ2t

)−1 ⟨0|U(t, x0)ϕI(x)U(x0, y0)ϕI(y)U(y0,−t)|0⟩ (143)

其中系数可以通过

1 = ⟨Ω|Ω⟩ = lim
t→(1−iϵ)∞

(
| ⟨Ω|0⟩ |2e−iEΩ2t

)−1 ⟨0|U(t, t0)U(t0,−t)|0⟩ (144)

消去。于是有

⟨Ω|ϕ(x)ϕ(y)|Ω⟩ = lim
t→(1−iϵ)∞

⟨0|U(t, x0)ϕI(x)U(x0, y0)ϕI(y)U(y0,−t)|0⟩
⟨0|U(t,−t)|0⟩

(145)

最后，加入时间排序记号，得到

⟨Ω|Tϕ(x)ϕ(y)|Ω⟩ = lim
t→(1−iϵ)∞

⟨0|TϕI(x)ϕI(y) exp
[
−i
∫ t

−t
dτHI(τ)

]
|0⟩

⟨0|T exp
[
−i
∫ t

−t
dτHI(τ)

]
|0⟩

(146)

这个表达式可以被推广到多点关联函数的形式。

1.6.4 维克定理

为了找到一般方法计算 ⟨0|TϕI(x)ϕI(y)|0⟩，我们首先将场算符分解为

ϕI(x) = ϕ+
I (x) + ϕ−

I (x) (147)

其中

ϕ+
I (x) =

∫ d3p1
(2π)3

1√
2Ep1

ap1
e−ip1·x, ϕ−

I (x) =

∫ d3p1
(2π)3

1√
2Ep1

a†p1
eip1·x (148)

后文中在没有歧义的情况下，我们将省略场的相互作用图景下标。

接下来，引入正规序 (normal order) 记号 N，表示将所有 a†p1
排在 ap1

左侧，记为 Nϕ1ϕ2，有时

也记为 : ϕ1ϕ2 :。注意到有

⟨0|N(任意算符)|0⟩ = 0 (149)

定义两个场算符的缩并 (contraction) 为

ϕ(x)ϕ(y)
.
=

[ϕ+(x), ϕ−(y)], x0 > y0

[ϕ+(y), ϕ−(x)], x0 < y0

=DF (x− y)

(150)

最后，将场的时间排序展开，可以得到

Tϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn) = N{ϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn) +所有可能缩并} (151)

这就是维克定理 (Wick’s theorem)。注意到，对于只部分缩并的项，其正规序为

Nϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 = DF (x1 − x3) ·Nϕ2ϕ4 (152)

由 (149) 知，这样的项对结果没有贡献。
将这些结果组合起来，可以得到我们要求的表达式 ⟨0|Tϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn)|0⟩ 等于所有完全缩并

的项对应的费曼传播子之和。
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1.6.5 费曼图

考虑具有四个场的情况，可以写出

⟨0|Tϕ1ϕ2ϕ3ϕ4|0⟩ =DF (x1 − x2)DF (x3 − x4)

+DF (x1 − x3)DF (x2 − x4)

+DF (x1 − x4)DF (x2 − x3)

(153)

现在我们用费曼图表示这三项，写出

⟨0|Tϕ1ϕ2ϕ3ϕ4|0⟩ =

1 2

3 4

+

1 2

3 4

+

1 2

3 4

(154)

这里的每一张图表示一种传播方式对结果的贡献，总振幅就等于这三张图贡献的叠加。

回到两点关联函数，首先将分子展开为

⟨0|T
[
ϕ(x)ϕ(y) + ϕ(x)ϕ(y)(−i)

∫
dτHI(τ) + · · ·

]
|0⟩ (155)

第一项就是自由场的结果，在 ϕ4 场论中，回忆起哈密顿量 (128)，带入并作展开，我们可以写出第二项

⟨0|T
[
ϕ(x)ϕ(y)

−iλ
4!

∫
d4zϕ(z)ϕ(z)ϕ(z)ϕ(z)

]
|0⟩

=3 · −iλ
4!

DF (x− y)
∫

d4zDF (z − z)DF (z − z)

+ 12 · −iλ
4!

∫
d4zDF (x− z)DF (y − z)DF (z − z)

(156)

忽略系数 −iλ
∫

d4z，可以认为它是这两张图之和

1

8

(
x y

z

)
+

1

2

(
x z y

)
(157)

前面的系数被称为对称因子，它来自费曼图具有的对称性。例如，第一个图的 1/8可以写成 1/(2×2×2)，
分别表示两个圈各自翻转对称和它们之间交换的对称。

在这些图中，如 x, y 这样的点被称为外点 (external points)，而 z 这样的点被称为顶点 (vertices)，
点和点的连线则被称为传播子 (propagators)。显然，在 ϕ4 场论中每个顶点都连接着四条传播子。另外，

可以证明我们要计算的就是所有具有两个外点的费曼图之和。

真正的计算过程实际上是画出费曼图然后再计算相应振幅，为此我们需要知道如何写出一个图对应

的振幅表达式。这由费曼规则给出：

1. 对于每条传播子
x y = DF (x− y) (158)

2. 对于每个顶点

z = −iλ
∫

d4z (159)
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3. 对于每个外点
x = 1 (160)

4. 最后除上对称因子。

对此的一种解读是认为每个顶点的 −iλ 对应在该时空坐标生成/吸收一个粒子对应的振幅，而
∫

d4z 就

是将全时空的振幅积分。

1.6.6 动量空间费曼图

更常见的计算费曼图的方式是在动量空间中，此时写出传播子

DF (x− y) =
∫ d4p1

(2π)4
i

p21 −m2 + iϵ
e−ip1·(x−y) (161)

这启示我们为每一条传播子赋予一个动量，当遇到顶点时，有

p1
p2

p3
p4

∫
d4ze−p1·ze−p2·ze−p3·zep4·z

=(2π)4δ(4)(p1 + p2 + p3 − p4)

(162)

只需要对动量积分就可以将这个 δ 函数转化为顶点处动量守恒的条件。我们可以写出动量空间的费曼

规则：

1. 对于每条传播子

p1
=

i

p21 −m2 + iϵ
(163)

2. 对于每个顶点

= −iλ (164)

3. 对于每个外点

p1
x = e−ip1·x (165)

4. 在每个顶点上加入动量守恒条件

5. 对于剩下的动量作积分 ∫ d4p1
(2π)4

(166)

6. 最后除上对称因子。
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真空图

真空图是指没有外点的费曼图，例如

p1

p2

p3 p4
z w

(167)

在 z 处得到动量守恒式为 (2π)4δ(4)(p1 + p2)，则 w 处的动量守恒自动满足，将会得到 δ(0)，这是一个

发散的结果。在坐标空间中计算也同理，d4w 会在全时空对某个常数积分。这是意味着这张图表示的过

程可以在时空中任意一点等概率 (等振幅) 发生。
一般来说，展开的每一项中包含一个含有外点 x, y 的图和若干不含外点的真空图。将每一张真空图

的贡献记为 Vi，并设我们关心的这一项带有 ni 个对应的真空图，则可以将这一项的贡献写为

(包含外点的图) ·
∏
i

1

ni!
V ni

i (168)

1/ni! 为同种图之间交换产生的对称因子。则关联函数表达式 (146) 的分子可以写为∑
所有可能的

包含外点的图

∑
所有可能的

真空图序列{ni}

(包含外点的图)×
∏
i

1

ni!
V ni

i

=
∑

(包含外点的图)×
∑
{ni}

(∏
i

1

ni!
V ni

i

)

=
∑

(包含外点的图)×
∏
i

(∑
ni

1

ni!
V ni

i

)
=
∑

(包含外点的图)×
∏
i

exp(Vi)

=
∑

(包含外点的图)× exp
(∑

i

Vi

)

(169)

另一方面，关联函数的分母则只包含真空图而不含外点，因此，在计算关联函数时，真空图的贡献

exp (
∑
Vi) 就被抵消了，只需要计算包含外点的图的贡献即可。

配分函数

所有真空图之和，即关联函数的分母

⟨0|U(t,−t)|0⟩ = ⟨0|T exp
[
−i
∫

dτHI(τ)

]
|0⟩ (170)

是这里的配分函数，记为 Z。可以写出

Z = lim
t→(1−iϵ)∞

| ⟨Ω|0⟩ |2e−iEΩ2t (171)
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取对数后并忽略极限下的有限大项 | ⟨Ω|0⟩ |2，得到

EΩ = lim
t→(1−iϵ)∞

i

2t
lnZ (172)

容易联想到，如果计算真空能量密度，即在两侧同时除以全空间体积，则真空图带来的 δ(0) 就可以被

抵消。这解决了红外 (IR) 发散的问题，紫外 (UV) 发散的问题将由重整化处理。(这里的红外和紫外分
别指当 p→ 0 和 p→∞ 时产生的发散)

1.7 散射理论

量子力学中的散射

* 这一节以后也许会被移到量力笔记中。

考虑一个带有势的哈密顿算符

H =
p2

2m
+ V (x) (173)

设势能形式为只在 −x0 到 x0 的区间内有正的值，而在其他区域为 0。此时在 x1 < −x0 和 x1 > x0 的

区间上的本征波函数为

ψ(x1) =

Ae
ik1x1 +Be−ik1x1 , x1 < −x0

Ceik1x1 +De−ik1x1 , x1 > x0
(174)

其中 A,D 项对应向势垒运动的波，B,C 对应反射回/穿过的波。则散射矩阵定义为(
B

C

)
=

(
S11 S12

S21 S22

)(
A

D

)
(175)

//一些定量的讨论开摆了吧

1.7.1 散射截面

散射实验是研究微观粒子性质的重要实验，其中一个重要参数就是散射截面。考虑单个靶粒子的情

形，对应的散射截面定义为

σ
.
=
散射发生次数

入射粒子数
× 入射面积
靶粒子数

=
1

TΦ
N (176)

在同一个散射实验中可能存在很多不同的散射过程和它们各自对应的散射截面。很多时候我们同时也关

心散射后粒子的动量，此时定义微分散射截面

d3nσ

d3p1d3p2 · · · d3pn
(177)

将微分散射截面对动量空间的微元积分可以得到具有相应动量的散射的散射截面。注意到这些动量并不

独立，而是受到四个分量守恒方程的限制。举例来说，两个粒子散射的微分散射截面经过约束条件约化

后就得到常见的微分散射截面 dσ/dΩ。
如果进一步考虑单个入射粒子的情况，即两个粒子之间的散射，则微分散射截面可以由对应散射发

生的微分概率得到

dσ =
1

TΦ
dP =

V

T |v1 − v2|
dP (178)
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其中 vi
.
= pi/p

0
i。

衰变是另一种散射的特例，可以认为是单粒子 (共振态) 到多粒子的散射过程。与散射截面类似的
概念是衰变率

Γ
.
=
衰变发生次数

粒子数×时间
(179)

它是半衰期的倒数。类似地有衰变到某一特定态的微分衰变率

dΓ =
1

T
dP (180)

1.7.2 S 矩阵

一个散射过程前后可以分别由初态和末态描述，在薛定谔图景下它们分别对应时间 t = −∞ 和
t =∞ 的态，在海森堡图景下则是由散射算符 S 联系的两种态。从某个能量的本征初态 |i, t = −∞⟩ 演
化至某个能量本征末态 |f, t =∞⟩ 的概率振幅在薛定谔图景和海森堡图景下可以分别写为

⟨f,∞|i,−∞⟩薛定谔 = ⟨f |S|i⟩海森堡 (181)

将这定义为 S 矩阵的矩阵元

Sfi
.
= ⟨f |S|i⟩ (182)

显然，对于无相互作用的散射，也即根本没有散射的情况，散射算符 S = 1。于是我们将一般的 Sfi

写为

Sfi =δfi + iTfi
=δfi + i(2π)4δ(4)(pf − pi)Mfi

(183)

其中 T 被称为转移算符。考虑从 |i⟩ 散射到 |f⟩ 的概率 (|i⟩ ̸= |f⟩)，写出

| ⟨f |S|i⟩ |2 = | ⟨f |T |i⟩ |2 = (2π)8δ(4)(0)δ(4)(pf − pi)|Mfi|2 (184)

其中 δ(0) 的出现是由于 δ 函数的平方项。将其视为时空体积 V T，(末态) 动量空间的概率元

dP =
| ⟨f |S|i⟩ |2

⟨i|i⟩
∏
j∈f

d3pj
(2π)3

1

2Ej

=
V T∏

k∈i(2EkV )
|Mfi|2dΠ (185)

其中分母上的 ⟨i|i⟩ 来自归一化
∫
Dpf | ⟨f |S|i⟩ |2 = ⟨i|i⟩；dΠ 是动量空间的洛伦兹不变体元

dΠ .
= (2π)4δ(4)(pf − pi)

∏
j∈f

d3pj
(2π)3

1

2Ej

(186)

特殊情况

对于两个粒子之间的散射，带入 (178)，得到

dσ =
1

4E1E2|v1 − v2|
|Mfi|2dΠ (187)

其中考虑 0 动量系下的 2→ 2 散射，可以得到

|v1 − v2| = |pi|
Ecm

E1E2∫
dΠ =

|pf |
(2π)4(4Ecm)

∫
dΩ

(188)
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于是微分散射截面

dσcm =
|Mfi|2

64π2E2
cm

|pf |
|pi|

dΩ (189)

对于衰变，带入 (180)，得到
dΓ =

1

2E1

|Mfi|2dΠ (190)

1.7.3 费曼图计算 S 矩阵元

和之前计算两点关联函数时类似，现在需要计算的是

⟨p3p4|S|p1p2⟩ = lim
t→∞
⟨p3p4|e−2iHt|p1p2⟩ (191)

可以证明，存在一个类似相互作用真空和自由场真空之间的关系

|p1p2⟩ ∝ lim
t→(1−iϵ)∞

e−iHt |p1p2⟩0 (192)

于是我们可以写出

⟨p3p4|iT |p1p2⟩ = lim
t→(1−iϵ)∞

0 ⟨p3p4|T exp
[
−i
∫ t

−t

dτHI(τ)

]
|p1p2⟩ 0 (193)

后文中不引起歧义的情况下我们省略下标。

以 ϕ4 理论为例，展开的零阶项是

⟨p3,p4|p1,p2⟩ =
∏
i

√
2Ei ⟨0|a3a4a†1a

†
2|0⟩

=4E1E2(2π)
6
[
δ(3)(p1 − p3)δ

(3)(p2 − p4) + δ(3)(p1 − p4)δ
(3)(p2 − p3)

] (194)

这就是 S 矩阵中恒等的部分，可以用如下费曼图表示

1 2

3 4

+

1 2

3 4

(195)

在计算一阶项时，注意到由于这并不是真空期望值，因此未完全缩并的项不会直接得到 0。余下的
场需要和初态/末态缩并，在图中用外腿 (external lines) 表示

ϕ(x) |p1⟩
.
= e−ip1·x |0⟩ : p1x

⟨p1|ϕ(x)
.
= ⟨0| eip1·x : p1 x

(196)

在这过程中，还会出现不完全联通的图，例如

1 2

3 4

或

 ×

1 2

3 4
 (197)
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由于在顶点上增加了动量守恒条件，这些图都表示没有发生散射的过程，即入射动量和出射动量相等。

因此它们和 (195) 一样描述 S 矩阵中的恒等部分，我们不研究这些图。

排除了以上这些过程后，一阶项只剩下一张图，给出

1 2

3 4

(4!)

(
−i λ

4!

)∫
d4xe−i(p1+p2−p3−p4)·x

=− iλ(2π)4δ(4)(p1 + p2 − p3 − p4)

(198)

其中 4! 来自四个外点 (动量) 与 ϕ4 之间不同的缩并方式。类比形式 iMfi(2π)
4δ(4)(pf − pi)，可以发现

这张图给出Mfi = −λ。于是一阶的结果给出 0 动量系下

dσ
dΩ

∣∣∣∣
cm

=
λ2

64π2E2
cm

(199)

对所有方向积分，同时考虑到出射的两个粒子全同，乘上 1/2 的系数，得到

σcm =
λ2

32πE2
cm

(200)

最后，对于外腿上带圈的图，直接计算会导致发散项 1/0，我们认为这些过程不属于散射的过程，

因而将它们截去 (amputate)

→ (201)

1.7.4 费米子费曼规则

记得对于旋量场，为了满足反对易关系，把时间排序定义为

Tψ(x)ψ(y)
.
=

 ψ(x)ψ(y), x0 > y0

−ψ(y)ψ(x), x0 < y0
(202)

这样一来，就得到我们之前写出的旋量场的费曼传播子 (95)

SF (x− y) =
∫ d4p1

(2π)4
i(/p1 +m1)

p21 −m2 + iϵ
e−ip1·(x−y) = ⟨0|Tψ(x)ψ(y)|0⟩ (203)

正规序也是同理

Nap1
a†p2

= −a†p2
ap1

(204)

场的缩并定义为

ψ(x)ψ(y)
.
=

 {ψ+(x), ψ−(y)}, x0 > y0

−{ψ−(y), ψ+(x)}, x0 < y0

=SF (x− y)

(205)
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于是将场从正规序算符中提出的过程也同样给出

Nψ1ψ2ψ3ψ4 = −SF (x1 − x3) ·Nψ2ψ4 (206)

这样一来我们会得到和玻色子相同的维克定理。

1.7.5 汤川理论

汤川理论 (Yukawa theory) 描述了旋量场和标量场的耦合，它的哈密顿量为

H = H狄拉克 +H克莱因-戈登 +

∫
d3x gψψϕ (207)

其中 g 为耦合常数。汤川理论是一个简化版的量子电动力学理论。为了计算相应费曼图，我们现在还需

要知道旋量场是如何与旋量粒子的初末态缩并的，例如一个 ψ 和一个费米子初态的缩并给出

ψ(x) |p1, s⟩ = e−ip1·xus(p1) |0⟩ (208)

其他的缩并与此类似，ψ 可以与费米子初态/反费米子末态缩并；ψ 反之。后文默认分别用 qi, pi, ki 表

示标量粒子、费米子和反费米子的初末态动量。

给出汤川理论的费曼规则：

1. 对于每条传播子：
ϕ(x)ϕ(y) : q1

=
i

p21 −m2
ϕ + iϵ

ψ(x)ψ(y) : p1
=

i(/p1 +m1)

p21 −m2 + iϵ

(209)

2. 对于每个顶点：

= −ig (210)

3. 对于每个外腿：

ϕ |q1⟩ : q1
= 1 ⟨q1|ϕ : q1

= 1

ψ |p1, s⟩ : p1
= us(p1) ⟨p1, s|ψ : p1

= us(p1)

ψ |k1, s⟩ :
k1 →

= vs(k1) ⟨k1, s|ψ :
k1 →

= vs(k1)

(211)

4. 在每个顶点上加入动量守恒条件，对剩下的未定的动量积分，最后确定图的符号。

注意到展开系数中的 1/n! 总是会和交换顶点产生的对称性 n! 抵消，而汤川理论中展开式的每一项

里的三个场 (ψψϕ) 之间无法交换缩并，因而不会产生其他对称因子，所以汤川理论的费曼图不需要计

算对称因子。

另外，费曼图中的实线箭头代表的是费米子的粒子数方向，也即费米子的动量方向或反费米子的动

量反方向。注意到费米子和反费米子的区分只有在外腿上才是有意义的，一条传播子既可以看作带有沿
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箭头方向动量的费米子，也可以看作反方向的反费米子。对于玻色子而言，箭头没有什么实际意义，而

传播子动量的方向也可以自由选取。

最后是图的符号确定，由于缩并不能跨过别的场进行，所以形如下式 (212) 左侧的缩并需要通过将
ψy 左移两格来使得缩并之间互不纠缠。由于对易关系，这会产生一个符号因子 (−1)2 = 1。

⟨k2,p2|ψxψxψyψy|p1,k1⟩ −→ ⟨k2,p2|ψyψxψxψy|p1,k1⟩ (212)

一个一般的缩并也用类似的方法判断符号。

汤川势

考虑两个可分辨费米子的非相对论散射，可分辨意味着两张最低阶的图中，我们只需考虑左图 (在
这里 pi 和 ki 均表示费米子)

p1 k1

p2 k2 +
p1 k1

p2 k2
(213)

为了计算非相对论近似，我们只考虑三动量的最低阶项，有近似

(p2 − p1)2 = −|p2 − p1|2 +O(p4
i )

us(pi) =
√
m

(
ξs

ξs

)
(214)

其中 ξs 是一个二分量常旋量，满足 ξs1†ξs2 = δs1s2。这样计算得到 (213) 左图对应的散射振幅为

iM =
ig2

|p2 − p1|2 +m2
ϕ

2mδs1s22mδr1r2 (215)

由经典量子力学中的玻恩近似可以计算出该散射对应的势函数在动量空间的值

⟨p2|iT |p2⟩ = −iṼ (q1)2πδ(Ep2
− Ep1

), q1 = p2 − p1 (216)

于是对于汤川势，有

Ṽ (q1) =
−g2

|q1|2 +m2
ϕ

(217)

做傅里叶逆变换可得

V (x) = − g
2

4π

1

r
e−mϕr (218)

这是一个吸引的短程势 (由于轴子具有质量)，事实上如果计算反费米子和费米子的散射或反费米子之
间的散射，可以发现汤川势总是吸引的。

1.7.6 量子电动力学

量子电动力学 (QED) 和汤川理论的区别在于将标量场 ϕ 替换为矢量场 Aµ，得到哈密顿量的相互

作用部分为

Hint =

∫
d3x eψγµψAµ (219)

除了汤川理论中费米子的费曼规则外，只需类似地加上
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1. 对于光子传播子

← p1
µ ν =

−igµν
p21 + iϵ

(220)

2. 对于顶点

µ = −ieγµ (221)

3. 对于光子的外腿

Aµ |p1⟩ : ← p1
µ = ϵµ(p1) ⟨p1|Aµ : ← p1

µ = ϵ∗µ(p1) (222)

其中 ϵ 和 ϵ∗ 分别表示初态和末态的极化矢量，由之前得到的结论我们知道初态和末态的极化必须要被

限制在横向方向上。

另外，在这里顶点只考虑了电子的情况，对于其他带电荷 Q|e| 的狄拉克粒子，只需把对于项也做
替换即可。

库伦势

与汤川势同理，我们计算最低阶的可分辨费米子非相对论散射，有

p1 k1

p2 k2 iM = (−ie)2u(p2)γµu(p1)
−igµν

(p2 − p1)2
u(k2)γ

νu(k1) (223)

在非相对论近似下，有

u(p2)γ
0u(p1) = u†(p2)u(p1) ≈ 2mξs1†ξs2 (224)

其他 u(p2)γ
iu(p1) 项在 p2 = p1 = 0 时取 0，因此在非相对论近似下可以被忽略。于是写出

iM =
−ie2

|p2 − p1|2
2mξs1†ξs22mξr1†ξr2 (225)

与汤川势的结果对比会发现这里多了一个来自 −g00 的负号，最终的势函数为

V (r) =
e2

4πr
=
α

r
(226)

其中 α 为精细结构常数。

这里得到的势函数是排斥的，而如果将其中一个费米子替换为反费米子，则最终会得到一个吸引的

势，这个结果和电磁学给出的结果是一致的。这里的负号是来自矢量玻色子 (光子) 带来的 −g00 项，如
果考虑一个张量玻色子，例如引力子，那么传播子会具有形式

µν ρσ =
1

2
(gµρgνσ + gµσgνρ)

i

p21 + iϵ
(227)

这样的传播子会给出 (−g00)2 = +1，因而带来全部吸引的势，这同样符合我们对引力理论的理解。
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1.8 量子电动力学

1.8.1 e−e+ → µ−µ+ 散射过程

考虑一个简单的过程：e−e+ → µ−µ+ 的一阶图

p1

k2

q1

p2

k1

e− e+

µ− µ+

vs2(p2) (−ieγµ)us1(p1)
(
−igµν
q21

)
ur1(k1) (−ieγν) vr2(k2) (228)

可以算出散射振幅

iM =
ie2

q21
· v(p2)γµu(p1) · u(k1)γµv(k1) (229)

考虑到共轭关系 (vγµu)
∗
= uγµv，散射振幅的模方有

|M|2 = e4

q41
· v(p2)γµu(p1)u(p1)γνv(p2) · u(k1)γµv(k2)v(k2)γνu(k1) (230)

理论上此时带入 s1, s2, r1, r2 这四个自旋就可以算出确定自旋情况下的散射振幅。但在通常的散射实验

中我们不考虑粒子的自旋，于是要对所有自旋情况求和。更准确地说，是对入射的正负电子自旋状态求

平均并对出射的正负 µ 子自旋状态求和，即(
1

2

∑
s1

1

2

∑
s2

)(∑
r1

∑
r2

)
|M|2 (231)

这可以通过完备性关系 (79) 计算出，结果为

1

4

∑
所有自旋

|M|2 = e4

4q41
Tr[(/p2 −me1)γµ(/p1 +me1)γν]Tr[(/k2 +mµ1)γµ(/k1 −mµ1)γν] (232)

利用狄拉克代数的迹的性质可以算出这个结果，其中由于电子质量相对于 µ 子来说太小我们将其忽略

不计。将其置于 0 动量系，可得

1

4

∑
所有自旋

|M|2 =8e4

q41

[
(p1 · k1)(p2 · k2) + (p1 · k2)(p2 · k1) +m2

µ(p1 · p2)
]

CM
= e4

[(
1 +

m2
µ

E2

)
+

(
1−

m2
µ

E2

)
cos2 θ

] (233)

其中 E = p0 = ECM/2 为每个粒子的能量。于是有微分散射截面和总散射截面

dσ
dΩ =

α2

4E2
CM

√
1−

m2
µ

E2
CM

[(
1 +

m2
µ

E2
CM

)
+

(
1−

m2
µ

E2
CM

)
cos2 θ

]

σ =
4πα2

3E2
CM

√
1−

m2
µ

E2
CM

(
1 +

1

2

m2
µ

E2
CM

) (234)
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1.8.2 e−e+ → µ−µ+ 散射的手性结构

在这节里只考虑高能情况，此时所有费米子的质量均近似为 0。为了便于计算，我们通过在各项中
插入正交投影算符 P± 来研究对应的自旋态，这样就可以继续利用狄拉克矩阵求迹的方法计算散射。举

例来说，将散射振幅中的一项进行如下替换

v(p2)γ
µu(p1) −→ v(p2)γ

µPu(p1) (235)

会使得 u(p1) 中左手旋量部分变为 0，因而筛选出了右手方向的电子。注意到 P± =
1

2
(1± γ5) 与 γµ 反

对易，有

v(p2)γ
µP+u(p1) = v†(p2)γ

0γµP+u(p1) = v†(p2)P+γ
0γµu(p1) (236)

因此插入这一投影算符同时也筛选出了 v(p2) 的右手旋量部分，而这对应着一个左手方向的正电子。注

意到 ∑
所有自旋

|v(p2)γµP+u(p1)|2 =Tr(/p2γ
µ
/p1γ

νP+)

=2(pµ2p
ν
1 + pν2p

µ
1 − gµνp1 · p2 − iϵαµβνp2αp1β)

(237)

于是可以写出四种可能发生的散射对应散射截面

e−Re
+
L → µ−

Rµ
+
L :

dσ
dΩ =

α2

4E2
CM

(1 + cos θ)2

e−Re
+
L → µ−

Lµ
+
R :

dσ
dΩ =

α2

4E2
CM

(1− cos θ)2

e−Le
+
R → µ−

Rµ
+
L :

dσ
dΩ =

α2

4E2
CM

(1− cos θ)2

e−Le
+
R → µ−

Lµ
+
R :

dσ
dΩ =

α2

4E2
CM

(1 + cos θ)2

(238)

1.8.3 交叉对称性

考虑这样一种散射过程 e−µ− → e−µ−，它的一阶图给出

p1 k1
q1

p2 k2

e−

e−

µ−

µ−

ie2

q21
u(p2)γ

µu(p1)u(k2)γµu(k1) (239)

计算可以发现它的散射振幅和 e−e+ → µ−µ+ 散射给出的结果形式相同，考察 0 动量系的散射截面，设
µ− 子动量为 (E,k)，则有

dσ
dΩ =

α2

2k2(E + k)2(1− cos θ)2
[
(E + k)2 + (E + k cos θ)2 −m2

µ(1− cos θ)
]

(240)

在高能近似下有
dσ
dΩ =

α2

2E2
CM(1− cos θ)2

[
4 + (1 + cos θ)2

]
(241)

注意到这里当 θ → 0 时散射截面出现奇点，这是因为作为传播子的虚光子有了在壳 (on shell) 的动量。
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狄拉克代数包含的元素有

标量型 1

矢量型 γµ : {γµ, γν} = 2gµν × 1

赝标量型 γ5 = iγ0γ1γ2γ3

赝矢量型 γµγ5

张量型 σµν =
i

2
[γµ, γν]

(242)

狄拉克矩阵有如下性质

(γµ)2 = gµµ × 1, (γ5)2 = 1, {γ5, γµ} = 0, [σµν , γ5] = 0 (243)

狄拉克矩阵的迹满足如下性质

Tr(1) = 4

Tr(奇数个γ乘积) = 0

Tr(γµγν) = 4gµν

Tr(γµγνγργσ) = 4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ)

Tr(γ5) = 0

Tr(γµγνγ5) = 0

Tr(γµγνγργσγ5) = −4iϵµνρσ

Tr(γµγνγργσ · · · ) = Tr(· · · γσγργνγµ)

(244)

狄拉克矩阵的缩并满足如下性质

γµγµ = 4× 1

γµγνγµ = −2γν

γµγργσγµ = 4gρσ × 1

γµγνγργσγµ = −2γσγργν

(245)
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