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1 基础内容

1.1 基础概念

1.1.1 态与本征态

一个物理系统处在某一个态下，在狄拉克记号中用一个右矢 |α⟩ 表示。不同的右矢 (态) 的线性组
合也是一个右矢 (态)。
一个可观测量在这个体系下，可以用一个算符表示，比如 A。算符从左侧作用于一个右矢上，得到

的结果也是一个右矢，记为

A |α⟩ = |β⟩

通常来说，一个算符作用在一个右矢上不会得到这个右矢本身。但对于某些特定的右矢 |ai⟩，我们称之
为 A 的本征右矢，可以得到

A |ai⟩ = ai |ai⟩

常数 ai 称为本征值，而 |ai⟩ 对应的态则称为本征态。
由某个可观测量算符的本征态作为基可以生成一个线性空间，其中的任一右矢可以写为

|α⟩ =
∑
i

ci |ai⟩

且有 ∑
i

|ci|2 = 1

线性分解的唯一性可以通过本征态的正交性得出。通常我们认为，一个右矢乘一个常数得到的结果对应

于同一个态，换句话说，我们只关注右矢的“方向”。

1.1.2 左矢与内积

存在一个与右矢空间对偶的左矢空间，每一个右矢都在其中有一个对应的左矢，记为

|α⟩ ↔ ⟨α|

同样，右矢的线性组合在左矢空间中也可以对应地写出

cα |α⟩+ cη |β⟩ ↔ c∗α ⟨α|+ c∗β ⟨β|

一个左矢左乘一个右矢称为左右矢的内积，得到的结果是一个复数，记为

⟨β|α⟩ = ⟨α|β⟩∗

内积的另一个重要性质是

⟨α|α⟩ ⩾ 0

这一点类似于正定矩阵的定义。

通过内积，还可以定义两个右矢 |α⟩ 和 |β⟩ 正交，写为

⟨α|β⟩ = ⟨β|α⟩ = 0

最后，我们定义 |α⟩ 的模为
√
⟨α|α⟩。
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1.1.3 算符

前文已经提到可观测量作为算符出现，这里我们指更一般的算符，不妨记为 X。除了前文提到的作

用于右矢上，一个算符也可以从右边作用于左矢上，并且得到的结果也是一个左矢，我们有以下对偶关

系

⟨α|X† ↔ X |α⟩

式中 X† 表示 X 的厄米共轭。如果一个算符的厄米共轭 H† = H，我们就称这个算符是厄米的；如果

算符的厄米共轭 H† = −H，就称它为反厄米的。如果一个算符和它厄米共轭的乘积 U †U = UU † = 1，

就称其为幺正的。

关于算符和左右矢的乘法有这样一个重要规律

⟨β|X|α⟩ = ⟨α|X†|β⟩∗

左矢右乘一个右矢也是有意义的运算，其结果也是一个算符，记为 |α⟩ ⟨β|。

1.1.4 矩阵表示

将一个右矢在某组本征态的基下展开，可以得到

|α⟩ =
∑
i

ci |ai⟩

由于本征态是一组正交归一的基，我们有

ci = ⟨ai|α⟩

因而可以写出

|α⟩ =
∑
i

|ai⟩ ⟨ai|α⟩

于是我们定义如下算符为投影算符

Λi = |ai⟩ ⟨ai|

可以得到 ∑
i

Λi = 1

投影算符作用于一个右矢可以得到它在给定方向上的分量。

现在我们可以试着将投影算符作用于另一个算符上，得到

X =
∑
i

∑
j

ΛiXΛj

=
∑
i

∑
j

|ai⟩ ⟨ai|X|aj⟩ ⟨aj |

这启示我们可以用矩阵

Xij = ⟨ai|X|aj⟩

来表示算符 X，这称为算符在这组基下的矩阵表示。用类似方法可以分别用行向量和列向量表示左矢

和右矢。这样一来，左右矢和算符的乘法都可以表示为矩阵乘法。算符的厄米共轭在矩阵表示下表现为

共轭转置。
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1.1.5 测量

一个任意的态 |α⟩ 可以在算符 A 的本征态下展开，也即可以表示为本征态的线性叠加

|α⟩ =
∑
i

ci |ai⟩

当对 A 对应的可观测量进行测量时，系统会从这个任意的态转变为某个本征态

|α⟩ 测量−→ |ai⟩

而系统转到某个特定本征态的概率就是对应系数的模方

Pi = | ⟨ai|α⟩ |2

由此可以得出一个可观测量的期望值为

⟨A⟩ = ⟨α|A|α⟩

同时，更一般地来说，⟨β|α⟩ 被认为是 |β⟩ 态转化为 |α⟩ 态的概率幅。

1.1.6 对易关系

定义对易子与反对易子如下

[A,B] = AB −BA

{A,B} = AB +BA

如果两个算符 A，B 的对易子为 0，我们就称它们是对易的。
可以证明，对于一组对易算符，如果 A 的本征值是非简并的，那么将 B 在 A 本征态下展开的矩阵

⟨ai|B|aj⟩ 也是对角阵。换句话说，|ai⟩ 也是 B 的本征态

B |ai⟩ =
∑
k

|ak⟩ ⟨ak|B|ak⟩ ⟨ak|ai⟩

=(⟨ai|B|ai⟩) |ai⟩ = bj |ai⟩

这称为共同本征态，记作 |ai, bj⟩，有时也通过共同指标记为 |Kk⟩。对于非对易算符，则不存在这样的
共同本征态。

非对易算符之间存在如下不确定关系

⟨(∆A)2⟩ ⟨(∆B)2⟩ ⩾ 1

4
| ⟨[A,B]⟩ |2

1.1.7 基变换

通过幺正算符

U =
∑
k

|bk⟩ ⟨ak|

可以实现以下变换

|bi⟩ = U |ai⟩
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由此出发，可以将一个态在另一组基下展开

⟨bj |α⟩ =
∑
i

⟨aj |U †|ai⟩ ⟨ai|α⟩

同样，也可以将算符的矩阵表示从一组基变换到另一组基

⟨bk|X|bl⟩ =
∑
i

∑
j

⟨ak|U †|ai⟩ ⟨ai|X|aj⟩ ⟨aj |U |al⟩

这实际上就是矩阵代数中的相似变换。注意到矩阵的迹 Tr(X) 在这一变换中保持不变。

现构造 A的如下幺正变换 UAU−1，我们称这个新算符和 A互为等价幺正可观测量 (unitary equiv-
alent observables)。其满足

(UAU−1) |bi⟩ = ai |bi⟩

换句话说，它拥有和 B 相同的本征态和对应 A 的本征值。因此我们知道，B 和 UAU−1 可以同时被对

角化。

1.1.8 连续谱

诸如动量、坐标等可观测量具有连续的本征值谱。为了解决这类问题，我们将原本的定义进行拓展。

对于连续变量 ξ 和它的本征态，我们可以写出

ξ |ξ1⟩ = ξ1 |ξ1⟩

⟨ξ1|ξ2⟩ = δ(ξ2 − ξ1)∫
dξ1 ⟨ξ1|ξ1⟩ = 1

|α⟩ =
∫

dξ1 |ξ1⟩ ⟨ξ1|α⟩

如此等等。在将来的讨论中，如无特殊说明则不带下标的字母 ξ 表示算符，带下标的字母 ξ1 表示 ξ = ξ1

的本征值或本征态。

对于连续变量的测量，无法像离散变量一样得到准确的值，只能将其限制在某一范围内。例如对于

位置坐标 x

|α⟩ =
∫ ∞

−∞
dx2 |x2⟩ ⟨x2|α⟩

测量−→
∫ x1+∆/2

x1−∆/2

dx2 |x2⟩ ⟨x2|α⟩

而相应的概率则为

| ⟨x1|α⟩ |2dx1, dx1 = ∆

定义无穷小平移算符 T (dx1)，满足

T (dx1) |x1⟩ = |x1 + dx1⟩

这一算符具有一系列性质，如幺正性。形如

T (dx1) = 1− iK · dx1

的平移算符可以满足它的所有性质。其中 K 的分量是厄米算符。事实上，有

K =
p

h̄
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关于无穷小平移算符的一些性质如下

[x,T (dx1)] = dx1

[p,T (dx1)] = 0

另外，对易子和经典泊松括号之间存在直接的关联

[ , ]经典 → [ , ]

ih̄

1.1.9 波函数

内积 ⟨x1|α⟩ 通常被称作波函数
⟨x1|α⟩ = ψα(x1)

利用波函数，内积可以写为

⟨β|α⟩ =
∫

dξ1ψ∗
β(ξ1)ψα(ξ1)

同理，可以写出动量空间的波函数

⟨p1|α⟩ = ϕα(p1)

通过将 T (∆x1) 在波函数形式下写出(
1− ip∆x1

h̄

)
|α⟩ =

∫
dx1T (∆x1) |x1⟩ ⟨x1|α⟩

=

∫
dx1 |x1 +∆x1⟩ ⟨x1|α⟩

=

∫
dx1 |x1⟩ ⟨x1 −∆x1|α⟩

=

∫
dx1 |x1⟩

(
⟨x1|α⟩ −∆x1

∂

∂x1
⟨x1|α⟩

)
对比之下可以发现，动量算符在坐标表象下写为

⟨x1|p|α⟩ = −ih̄ ∂

∂x1
⟨x1|α⟩

在波函数的形式下就可以写出

⟨β|p|α⟩ =
∫

dx1ψ∗
β(x1)

(
−ih̄ ∂

∂x1

)
ψα(x1)

为了在动量表象和坐标表象之间变换，我们需要求解 ⟨x1|p1⟩，这是坐标和动量本征值的函数。不难
写出

⟨x1|p|p1⟩ = p1 ⟨x1|p1⟩ = −ih̄ ∂

∂x1
⟨x1|p1⟩

求解这个微分方程并利用归一化性质，可以得到

⟨x1|p1⟩ =
1√
2πh̄

exp
(
ip1x1
h̄

)
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1.2 动力学

1.2.1 时间演化算符

考虑一个算符 U (t, t0)，将其作用在一个 t0 时的态上来得到 t 时刻这个物理系统演化后的态

|α, t0; t⟩ = U (t, t0) |α, t0; t0⟩

类似平移算符，时间演化算符也必须满足包括幺正性在内的一些条件。于是类似地，对于无穷小时间演

化，我们可以写出这样的满足要求的演化算符

U (t0 + dt, t0) = 1− iΩdt

其中 Ω 是一个厄米算符。在和经典力学以及平移算符的类比之后，我们可以知道事实上

Ω =
H

h̄

其中 H 是哈密顿算符。

1.2.2 薛定谔方程

通过把无穷小时间演化算符作用于另一个时间演化算符，我们可以得到

ih̄
∂

∂t
U (t, t0) = HU (t, t0)

这是时间演化算符的薛定谔方程。

通过将这个方程的左右两边作用于 |α, t0⟩ 并注意到这个态不是 t 的函数，可以得到

ih̄
∂

∂t
|α, t0; t⟩ = H |α, t0; t⟩

对于时间演化算符薛定谔方程的解，有如下情形

• H 不含时。此时解为

U (t, t0) = exp
[
−iH(t− t0)

h̄

]
• H 是 t 的函数，但不同时刻对应的 H 对易。此时解为

U (t, t0) = exp
[
−i
h̄

∫ t

t0

dτH(τ)

]
• H 是 t 的函数，且 H(ti) 和 H(tj) 不对易。此时解称为戴森序列

U (t, t0) = 1 +
∞∑

n=1

(
−i
h̄

)n ∫ t

t0

dt1
n∏

i=2

[∫ ti−1

t0

dti
] n∏

j=1

H(tj)
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1.2.3 时间演化

不含时 H 对应的 U (t, 0) 在 H 的本征态 (也被称为能量本征态) 的基下展开可以得到

exp
(
−iHt
h̄

)
=

∑
j

|aj⟩ exp
(
−iEjt

h̄

)
⟨aj |

其中 Ej 表示 |aj⟩ 对应的能量本征值。将其作用在一个能量本征态上

|aj ; t⟩ = U (t, 0) |aj⟩ = |aj⟩ exp
(
−iEjt

h̄

)
我们发现，能量本征态的时间演化结果还是一个能量本征态，只是增加了一项相位因子。这对于和 H

对易的可观测量来说同理 (因为它们有共同的本征态)。如果同时有多个可观测量和 H 对易，那么只需

要将展开的基换成它们的共同本征态 |Kj⟩ 就行。
现在考虑一个和 H 不对易的可观测量 B 与一个初态是能量本征态 |aj⟩ 的系统，可以算出 B 的期

望值

⟨B⟩ = ⟨aj | exp
(
iEjt

h̄

)
B exp

(
−iEjt

h̄

)
|aj⟩ = ⟨aj |B|aj⟩

这是不随时间变化的，因此能量本征态也被称为静止态。而对于一个一般的态，则有

⟨B⟩ =
∑
j

∑
k

c∗jck ⟨aj |B|ak⟩ exp
[
−i(Ek − Ej)t

h̄

]

1.2.4 时间-能量不确定关系

为了研究一个态时间演化前后的相似程度，我们定义关联振幅为

C(t) = ⟨α|α; t⟩ = ⟨α|U (t, 0)|α⟩

C(t) 的模可以用于描述时间演化前后两个态的相似程度。对于一个一般的态，我们有

C(t) =
∑
j

∑
k

c∗jck ⟨aj | exp
(
−iEkt

h̄

)
|ak⟩

=
∑
j

|cj |2 exp
(
−iEjt

h̄

)
考虑有大量能量本征态的系统，其中能量本征值可以被视作半连续谱。此时求和转变为积分

C(t) =

∫
dE|g(E)|2ρ(E) exp

(
−iEt
h̄

)
其中 ρ(E) 是本征态密度，g(E) 是系数。

对于真实物理情景，|g(E)|2ρ(E) 通常在 E = E0 附近取到峰值，且具有宽度 ∆E。将上述积分写为

C(t) = exp
(
−iE0t

h̄

)∫
dE|g(E)|2ρ(E) exp

[
−i(E − E0)t

h̄

]
我们会发现当 |E −E0| ∼ h̄/t 对应的能隙远小于 ∆E 时，积分由于振荡就不再对 C(t) 有贡献。对应的

特征时间为

t ∼ h̄

∆E
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我们通常把这种关系描述为时间-能量不确定关系

∆t∆E ∼ h̄

但是注意到这与不对易可观测量导致的不确定关系有很大的区别。
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