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1 黎曼几何初步

1.1 赝黎曼流形

1.1.1 相对论时空

根据等效原理，我们可以认为存在一个不随参考系变化的时空间隔

ds2 = gµνdxµdxν

ds2 称为时空中的线元，gµν 称为时空度规，其本征值的符号是不随坐标变换而改变的，我们称为度规
的符号。

一般而言，广义相对论的时空几何和 Minkowski 几何有很大差异。不过根据等效性原理，总可以在
时空中任意一点建立一个局域平坦的时空区域，而整体上看，广义相对论时空是由多个狭义相对论时空

小片光滑拼接而成的。这种时空称为时空流形。

1.1.2 流形

一般而言，一个 n 维光滑实流形 M 指的是这样一个集合：

（1）M 由自身的一族子集（称为开集）{Oα} 覆盖：M =
⋃

α Oα。开集族 {Oα} 满足以下条件：任
意多个开集的并、有限多个开集的交都是开集，且空集 ∅ 和全集 M 都在 {Oα} 中。这样的开集族称为
M 上的一个拓扑，拥有一个拓扑结构的开集 M 称为一个拓扑空间；

（2）M 中的任一元素称为一个点，M 上点 p 附近的局部参考系 ψα 定义为包含点 p 的开集 Oα 到

Rn 中开集 Uα 的一个一一、到上（满射）的映射

ψα : Oα → Uα

p 7→ ψ(p)

我们把映射得到的 Rn 中的有序数组记为 xµ，称为点 p 的坐标；

（3）如果 Oα ∩ Oβ 6= ∅，那么 ψβ ◦ ψ−1
α 定义了一个从 ψα(Oα ∩ Oβ) ⊂ Uα 到 ψβ(Oα ∩ Oβ) ⊂ Uβ

的映射，这个映射必须是一一且光滑的。这个光滑映射定义了流形上不同局域坐标系间的坐标变换。

在流形中，闭集定义为开集的补集。流形上包含某个开集 O 的所有闭集的交集称为开集 O 的闭包
O。闭包 O 中所有不包含在 O 中的点构成的集合称为 O 的边界 ∂O。

1.1.3 广义坐标变换

文中每当提到流形时，总是假定其上配备了度规 gµν，保持线元式不变的坐标变换称为广义坐标变

换。假定 p ∈ Oα ∩ Oβ ⊂M，ψα(p) = xµ，ψβ(p) = x′µ，那么广义坐标变换可以表示为

ψβ ◦ ψ−1
α : xµ 7→ x′µ = x′µ(x)

式中 x′µ(x) 是 xµ 的光滑实函数。对变换式取微分得到

dx′µ =
∂x′µ

∂xν
dxν
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因此，在坐标变换下，线元 ds2 变换为

ds2 → ds′2 = g′µνdx′µdx′ν

= g′µν
∂x′µ

∂xρ
∂x′ν

∂xσ
dxρdxσ

为了要线元在变换下保持不变，则要有

g′µν = gρσ
∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν

可见，度规的分量一般是局域坐标的函数。

1.1.4 黎曼几何与赝黎曼几何

黎曼几何指的是配备了一个不变正定度量的光滑流形。从正定度量出发刻画流形的弯曲程度，扭转

情况等不随坐标系选择而改变的几何性质，这种从流形内部刻画流形几何性质的方法称为内禀几何学。

相对论时空和黎曼几何的一个重要区别在于，时空中由事件距离规定的度规与黎曼几何的正定度量

不同，它有可能给出负的时空距离。为了显示区别，我们将广义相对论中的时空几何称为赝黎曼几何。

将一般的（赝）黎曼流形记为 M，而特别强调流形的赝黎曼几何性质时记作M。同时我们假定赝黎曼
流形的度规具有符号 (+,−,−,−)。

1.2 张量分析

1.2.1 曲线

流形上的一条光滑曲线 C 就是 1 维实线性空间 R 中的连续子集 I 到 M 中的一个光滑映射 C :

I →M。在选定了坐标系 ψ :M → Rn 后，我们也可以把流形上的曲线与其坐标像

ψ ◦ C : λ 7→ xµ(λ)

等同起来。其中 λ ∈ R 称为曲线参数。如果 I ∈ [a, b]，且 xµ(a) = xµ(b)，则该曲线是封闭曲线。在曲

线上沿曲线的方向导数为

t ≡ d
dλ =

dxµ
dλ

∂

∂xµ
= tµ∂µ

式中

tµ =
dxµ
dλ

称为曲线在这一点处切矢量的坐标分量。∂µ 则称为切矢量的坐标基。

通过流形 M 中一点 p 的所有曲线在点 p 处的切矢量全体构成一个矢量空间，称为 M 在点 p 处的

切空间，记为 Tp(M) 或 Vp。从 Tp(M) 到 R 的线性映射的集合 T ∗
p (M) 或 V ∗

p 也具有一个矢量空间结

构，称为余切空间。切空间和余切空间的坐标基底分别为 {∂µ} 和 {dxµ}。切空间、余切空间之间的线
性映射可以通过基底间的对应关系实现

(dxµ, ∂ν) = δµν

若在流形 M 上每一点均配备一个（余）切空间，得到的几何结构称为 M 的（余）切丛，记为

T (M) =
⋃
p∈M

{(p, q)|q ∈ Tp(M)}

T ∗(M) =
⋃
p∈M

{(p, q)|q ∈ T ∗
p (M)}
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1.2.2 张量

切空间和余切空间中的元素分别称为矢量和余矢量，其坐标分量又分别称为逆变矢量 vµ 和协变矢

量 vµ。他们分别按如下方式变换

v′µ =
∂x′µ

∂xν
vν , v′µ =

∂xν

∂x′µ
vν

流形 M 中点 p 处的 (k, l) 型张量定义为一个多线性映射

T : V ∗
p × · · · × V ∗

p︸ ︷︷ ︸
k

×Vp × · · · × Vp︸ ︷︷ ︸
l

→ R

(vµ1
, · · · , vµk

, wν1 , · · · , wνl) 7→ T µ1···µk
ν1···νl

vν1
⊗ · · · ⊗ vµk

⊗ wµ1 ⊗ · · · ⊗ wµl

其中 ⊗ 表示占位乘积，意味着这些对象的乘积不可随意交换顺序。T µ1···µk
ν1···νl

为张量 T 的分量。通常我们

不区分张量和它的分量。这样定义的张量与流形上的局域坐标无关（这是个良好的物理性质），其分量

随坐标的变换按如下方式变换

T µ1···µk
ν1···νl

(x′) =
∂x′µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µk

∂xρk

∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σl

∂x′νl
T ρ1···ρk
σ1···σl

(x)

注意到切空间的坐标基按协变的方式变换，而余切空间的坐标基按逆变方式变换。

1.2.3 度规

可以发现度规类似一个 (0, 2) 型张量。我们可以将其定义如下

g : Vp × Vp → R

(dxµ,dxν) 7→ gµνdxµdxν

注意到度规张量的值就是线元 ds2，同时我们没有用记号 ⊗，这是因为 gµν 关于其下标对称，所以乘积

不需要规定顺序。引入度规的逆变形式

gµρgρν = δµν

可以验证其是一个 (2, 0) 型张量的分量，而 Kronecker 符号 δµν 是一个 (1, 1) 型张量的分量。

利用度规可以改变一个矢量或张量的变换方式（指标升降）。

1.2.4 局域因果结构

在赝黎曼流形 M 上度规具有确定的符号，于是我们可以在它的切空间 Vp 中定义局域因果结构。

赝黎曼流形M 上某点处切空间的矢量 vµ 在以下三种情况分别被称作类时的，类光的和类空的

gµνv
µvν > 0

gµνv
µvν = 0

gµνv
µvν < 0

如果流形M 上一条曲线所有点处的切矢量均是类时（类空、类光）的，那么久称这条曲线是类时（类

空、类光）的。这是一个与坐标选择无关的几何性质。

通过点 p 的所有类光曲线在流形 M 上织成一个类光超曲面，它将通过点 p 的类时曲线和类空曲

线完全隔开，这称为点 p 处的局域光锥面。一般而言不同点处的局域光锥面会有不同的形状。
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1.2.5 对称化与反对称化

设 Tµ1···µn
是一个 (0, n) 型张量，σ ∈ Sn 是 n 阶置换群 Sn 的典型群元，引入投影算符

PS =
1

n!

∑
σ∈Sn

σ

PA =
1

n!

∑
σ∈Sn

(−1)π(σ)σ

其中 π(σ) 表示置换的宇称，当 σ 为奇置换时，π(σ) = 1，当 σ 为偶置换时，π(σ) = 0。则

T(µ1···µn) = PSTµ1 · · ·µn =
1

n!

∑
σ∈Sn

Tσ(µ1)···σ(µn)

T[µ1···µn] = PATµ1 · · ·µn =
1

n!

∑
σ∈Sn

(−1)π(σ)Tσ(µ1)···σ(µn)

分别称为对张量的全对称化和全反对称化。对张量的对称化和反对称化也可以只作用于部分指标上。

1.3 协变导数

1.3.1 协变导数

定义一个协变导数，使其满足：线性条件；Leibnitz 法则（乘法法则）；与缩并运算可交换；与方向
导数相容 t(φ) = tµ∇µφ；无挠条件，即对于任意标量场 φ，有

∇µ∇νφ = ∇ν∇µφ

最后一式不成立的流形被称为有挠流形，张量 T σ
µν 被称为挠率张量

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)φ = −T σ
µν∇σφ

本文只讨论无挠情况。

对于标量、逆变矢量和协变矢量，协变导数分别作用如下

∇µφ = ∂µφ

∇µv
ν = ∂µv

ν + Γν
µρv

ρ

∇µwν = ∂µwν − Γρ
µνwρ

其中 Γρ
µν 称为仿射联络或联络。

对于矢量场求协变导数的几何实质是比较流形上两个相邻点切空间中矢量的差异。由于不同点处的

切空间之间并无天然的联系，所以需要在切丛上引入额外的结构是的不同点处的切空间可以相互比较。

这种新结构就是联络。

1.3.2 对易括号

我们记 t(φ) = tµ∇µφ 为矢量场 t 对标量场 φ 的作用，其结果为标量场的方向导数。原则上矢量场

的作用顺序是不能随意交换的，有

v[w(φ)]− w[v(φ)] = vµ∇µ[w
ν∇ν(φ)]− wµ∇µ[v

ν∇ν(φ)]

= (vµ∇µw
ν − wµ∇µv

ν)∇νφ



1 黎曼几何初步 7

此处用到了流形的无挠条件。这对于任意的标量场都成立，所以我们定义

[v, w]ν = vµ∇µw
ν − wµ∇µv

ν

并将 [v, w]µ∇µ 称为矢量场 v 和 w 的对易括号。可以证明，矢量场的对易括号并不依赖于协变导数

[v, w]ν = vµ∂µw
ν − wµ∂µv

ν

1.3.3 仿射联络

仿射联络 Γρ
µν 不是一个广义变换下的张量，因此我们一般不用度规来升降联络的指标。在广义变换

下仿射联络的变换规则为

Γ′ρ
µν =

∂xσ

∂x′µ
∂xτ

∂x′ν
∂x′ρ

∂xλ
Γλ
στ −

∂xσ

∂x′µ
∂xτ

∂x′ν
∂2x′ρ

∂xσ∂xτ

值得注意的是，满足 5 个公理的协变导数不是唯一的，所以原则上可以采用任何变换规则相同的对象作
为仿射联络。若如此定义了两个不同的协变导数 ∇µ 和 ∇̃µ，对应的仿射联络分别为 Γρ

µν 和 Γ̃ρ
µν，则有

(∇µ − ∇̃µ)v
ρ = (Γρ

µν − Γ̃ρ
µν)v

ν

这个等式左侧是一个张量，所以右侧也应该是一个张量。由此可知，两个仿射联络之差应该是一个张

量。不难注意到若 Γρ
µν 是一个仿射联络，那么 Γρ

(µν) = (Γρ
µν + Γρ

νµ)/2 也是一个仿射联络，称为对称联

络；Γρ
[µν] = (Γρ

µν − Γρ
νµ)/2 是一个张量，它就是前文所提到的挠率张量。一个仿射联络总是可以分解成

对称联络和挠率张量之和。由于采用了无挠假定，我们讨论的联络都是下标对称的。

1.3.4 Christoffel 符号

为了消除协变导数选择的不确定性，我们选定一种特别的协变导数，使得

∇ρgµν = 0

再结合仿射联络的对称性，我们可以解出

Γρ
µν =

1

2
gρλ(∂µgνλ + ∂νgµλ − ∂λgµν)

这个联络称为 Christoffel 符号，有时也记作
{
ρ
µν

}
。

1.4 矢量平移

1.4.1 矢量平移

在流形 M 上给定一条曲线 C，如果一个矢量 vµ 在曲线上有定义，且

tµ∇µv
ν = 0

我们就称这个矢量是沿曲线 C 平移不变的。更一般地，我们也可以定义张量的沿曲线平移不变性

tµ∇µT
µ1···µk
ν1···νl

= 0

其含义是该矢量（张量）沿曲线的方向导数为零，也就是沿着该方向运动时矢量“不变”。
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1.4.2 测地线

若流形 M 中有一条曲线的切向量 tµ 沿着曲线自身是平移不变的，那么这条曲线称为测地线。则有

tν∇νt
µ = 0

将其展开后可以得到
d2xµ

dλ2
+ Γµ

νρ

dxν
dλ

dxρ
dλ = 0

这是一组耦合的二阶常微分方程，在给定了流形上一点 p 和 p 处切空间中一个切矢量 tµ 后，就可以唯

一地确定过点 p 的一条测地线。

有时也将测地线定义为沿曲线平移不改变方向的曲线，即 tν∇νt
µ = αtµ，可以证明只要对曲线参数

做变换，测地线方程就可以变回第一种情况。使测地线方程满足第一种形式的曲线参数称为仿射参数。

如果 λ 是仿射参数，那么 σ = aλ+ b 也是仿射参数。

1.5 曲率张量

1.5.1 黎曼曲率

为了描述流形的弯曲程度，我们引入这样一个张量，它的作用相当于把协变导数反复作用在张量场

上。我们写出

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)wρ = −Rσ
ρµνwσ

其中 Rσ
ρµν 称为黎曼曲率张量。注意到上式左侧可以看作将协变矢量沿 µ, ν 两个方向组成的无限小平行

四边形的两边做矢量平行移动得到的矢量之差，这个结果描述了这个无穷小平行四边形所处的局域弯曲

程度。

不难求出

Rσ
ρµν = ∂µΓ

σ
νρ − ∂νΓ

σ
µρ + Γσ

µλΓ
λ
νρ − Γσ

νλΓ
λ
µρ

并且可以证明

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)v
σ = −Rσ

ρµνv
ρ

这也可以拓展到一般的张量中。

1.5.2 黎曼曲率的对称性

为了展示其对称性，首先把黎曼曲率张量降为完全协变的曲率张量

Rλρµν = gλσR
σ
ρµν

可以证明以下关系式

Rλρµν = −Rρλµν

Rλρµν = −Rλρνµ

Rλρµν = Rµνλρ

同时还有后三个指标轮换满足的关系

Rλρµν +Rλµνρ +Rλνρµ = 0
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由于这些对称性的存在，n 维流形中的黎曼张量独立分量个数为

Cn =
1

12
n2(n2 − 1)

其中 C1 = 0，这表明 1 维流形不具有内禀的几何结构。
除了以上的代数对称性，曲率张量还满足一个微分恒等式

∇λR
σ
ρµν +∇µR

σ
ρνλ +∇νR

σ
ρλµ = 0

这称为 Bianchi 恒等式。

1.5.3 曲率张量的降秩缩并

由于黎曼张量的性质，大多数缩并都只能得到 0 的结果。一个不平凡的缩并结果是

Rµν = gλρRλµρν = Rρ
µρν

这是一个对称张量，称为 Ricci 张量。对他进一步缩并可以得到 Ricci 标量

R = gµνRµν

1.5.4 爱因斯坦张量

在广义相对论中有一个非常重要的张量，称为爱因斯坦张量

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR

爱因斯坦张量是一个对称张量，并且它的协变散度为零。在所有完全由黎曼曲率张量和其自缩并构成的

线性张量多项式中，只有爱因斯坦张量满足这个性质。

1.6 李导数

1.6.1 微分同胚

设 M 和 N 是两个光滑流形，ϕ :M → N 是一个光滑映射，若在 p ∈M 的邻域建立了局域参考系

ψα，相应地在 ϕ(p) ∈ N 的邻域也建立了局域参考系 θι，那么映射 ϕ 就可以反映为点 p 与 ϕ(p) 的局域

坐标之间的映射关系

θι ◦ ϕ ◦ ψ−1
α : xµ 7→ yρ

同时映射 ϕ 可以诱导一个从流形 M 上点 p 的切空间 Vp 到流形 N 上点 ϕ(p) 处切空间 Vϕ(p) 的推前映

射

ϕ∗ : Vp → Vϕ(p)

在选定了局域参考系的前提下，这个映射可以写为

(ϕ∗v)ρ = vµ
∂yρ

∂xµ
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此外，ϕ 还可以诱导一个从 ϕ(p) 处余切空间到 p 处余切空间的拖回映射

ϕ∗ :V ∗
ϕ(p) → V ∗

p

(ϕ∗w)µv
µ = wρ(ϕ

∗v)ρ

其中 vµ ∈ Vp，wρ ∈ V ∗
ϕ(p)，上述作用也可以推广到张量场上。

如果 M 和 N 维数相同，且 ϕ 是一个一一，到上的光滑映射，并且存在光滑的逆映射，那么就称

ϕ 是一个微分同胚，简称同胚。同胚是微分流形中的等价关系。如果 M 和 N 是同一个流形，那么微分

同胚又称为自微分同胚。这时，在同胚映射的原像和像点邻域可以建立共同的局域参考系，这样，自微

分同胚的坐标实现

ψα ◦ ϕ ◦ ψ−1
α : xµ 7→ yµ

看起来就好像是流形上的一个坐标变换。

需要注意自微分同胚的坐标表示与广义坐标变换的区别，它们分别是流形上同一点在不同局域参考

系下的坐标之间的变换，和流形上不同点在同一个局域坐标系下的坐标之间的映射。

对于流形上的自微分同胚，有 ϕ∗ = (ϕ−1)∗，因此将 ϕ∗ 作用于张量时不需要考虑其逆变或协变性。

如果一个张量在 ϕ∗ 的作用下保持不变，则称 ϕ 是该张量的一个对称变换。不同张量不必具有一致的对

称变换。特别地，度规张量的对称变换又称保度规变换。

1.6.2 李导数

流形 M 上的单参数微分同胚群 {ϕt} 定义为连续映射

ϕt : R×M →M

使得对于任意固定的 t ∈ R，ϕt : M → M 是一个微分同胚。并且对于 t, s ∈ R，有 ϕt ◦ ϕs = ϕs+t。在

这个群中，ϕ0 是单位映射。

另一方面，对于定点 p ∈ M，ϕt(p) : R → M 是一条曲线，称为 ϕt 的轨道。假定 p 点对应的曲线

参数 t = 0，假定沿曲线的切矢量场为 vµ。我们称 vµ 为上述曲线的无穷小生成元。

考察由矢量场 vµ 生成的单参数微分同胚群对张量场的推前作用 ϕ∗
t。定义

LvT
µ1···µk
ν1···νl

= lim
t→0

ϕ∗
tT

µ1···µk
ν1···νl

− T µ1···µk
ν1···νl

t

为张量 T µ1···µk
ν1···νl

沿切矢量场 vµ 的李导数。李导数为零和变换是张量的对称变换之间为充要条件。可以

推导出，李导数作用在标量场和矢量场时的形式为

Lvφ(x) = vρ∇ρφ(x)

Lvw
µ = [v, w]µ = vν∇νw

µ − wν∇νv
µ

Lvsµ = vρ∇ρsµ + sρ∇µv
ρ

因此，矢量场的对易括号又称为李括号。

1.6.3 Killing 矢量场

考虑度规沿矢量场 vµ 的李导数

Lvgµν = ∇µvν +∇νvµ
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微分同胚是流形上的等价关系，可以认为 (M, gµν) 和 (M,ϕ∗gµν) 表达的是相同的几何。同样，如果 ϕλ

是流形上的一个单参数微分同胚群，那么 (M, gµν(λ)) 和 (M,ϕ∗gµν(λ)) 也被认为是等价的。

考虑度规的一阶扰动，可以认为 γµν =
dgµν
dλ

∣∣∣∣
λ=0

和 γ∗µν =
dϕ∗gµν

dλ

∣∣∣∣
λ=0

是等价的扰动。而从数学

上，两者相差一个李导数

γ∗µν = γµν + Lvgµν(λ)|λ=0

所以，Lvgµν 可以被看作在扰动层面上的规范自由度。度规扰动的规范变换为

γµν → γ∗µν = γµν +∇µvν +∇νvµ

若 ϕt 是一个单参数保度规变换群，即 ϕtgµν = gµν，那么生成 ϕt 的矢量场 ξµ 称为 Killling 矢量
场。Killing 矢量场满足 Killing 方程

∇µξν +∇νξµ = 0

反之，一个矢量如果满足 Killing 方程，那么它就是一个 Killing 矢量场。

2 狭义相对论

2.1 洛伦兹变换

我们知道，一维洛伦兹变换矩阵形式如下(
t′

x′

)
=

(
γ −βγ

−βγ γ

)(
t

x

)
若令 tanhψ = β，则 γ = coshψ，洛伦兹变换可写为(

t′

x′

)
=

(
coshψ − sinhψ
− sinhψ coshψ

)(
t

x

)
这个形式与转动类似，我们称这个变换为 Lorentz 步进，参数 ψ 称为快度。它和速度一样可以用来表

示参考系相对运动快慢。在每个时间-空间平面内都有一个独立的双曲转动，所以最多有三个不同的快
度参数。

我们将 Lorentz 步进、空间坐标转动和平动组合起来，构成一个由 10 个连续参数决定的群，称为
Poincaré 群。Poincaré 群对时空坐标的作用可以统一表示为

x′µ = Λµ
νx

ν + dµ

其中 dµ 对应时空坐标平移，Λi
j 对应普通空间转动，Λ0

ν 对应 Lorentz 步进。多数情况下我们不需要关
注时空坐标平移，只考虑空间转动和 Lorentz 步进构成的子群，称为 Lorentz 群。

2.2 狭义相对论时空

时空中的一点称为一个事件，两个相邻事件之间的距离称为固有时（微元）

dτ2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2 = dxµηµνxν

其中 ηµν = diag{1,−1,−1,−1} 是狭义相对论中的时空度规。其对应的时空称为 4 维 Minkowski 时
空，记为 M4 或 M3,1。
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