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丱 行列式 临

1 行列式

1.1 定义

1.1.1 递归定义

对于一个行列式D，去掉第m行和第n列后剩下的元素按顺序组成的低一阶行列式Mmn称作amn的

余子式，称Amn 丽 丨−丱丩m+nMmn为amn的代数余子式

定义一阶行列式的值为

|a11| 丽 a11

n阶行列式的值为

D 丽
n∑

i=1

a1iA1i

1.1.2 一般定义

对于将序列丱, 串, · · · , n次序交换k次得到的排列k1, k2, ·, kn，称k为它的逆序数。定义一个n阶行列式
的值为

D 丽
∑
{丨−丱丩k

n∏
i=1

aiki
}

1.2 性质

1.2.1 对角线

行列式中，行列下标相同的元素组成的对角线称为主对角线，另一条对角线称为副对角线。

主对角线以下（上）所有元素为零的行列式称为上（下）三角行列式，三角行列式的值为主对角线

上元素的乘积。特别地，除了主对角线上元素外其他元素都为零的行列式称为主对角行列式。

1.2.2 行和列

对于一个行列式D，将它的行和列互换得到的行列式称为D的转置行列式，记为DT。行列式和它

的转置相等。

对于一个行列式，交换它的两行（列），行列式变号；

如果行列式的两行（列）的元素对应成比例，则行列式为零；

用数k乘行列式的某一行（列），得到的行列式是原来的k倍；

把行列式的某一行（列）乘一个系数后加到另一行（列）上，行列式的值不变；

1.2.3 反对称行列式

若一个行列式的元素满足aij 丽 −aji，则称其为反对称行列式。奇数阶反对称行列式的值为零。
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1.2.4 行列式展开

根据行列式的性质，一个行列式也可以写成其任意一行（列）的元素与其代数余子式乘积的和，即

D 丽
n∑

i=1

ajiAji 丽
n∑

i=1

aikAik

同时有
n∑

k=1

aikAjk 丽
n∑

k=1

akiAkj 丽 丰, i 6丽 j

1.2.5 克拉默法则

对于n元线性方程组
n∑

i=1

ajixi 丽 bj , j 丽 丱, 串, · · · , n

称其系数amn构成的行列式为系数行列式，记为D。将D中的第j列中所有元素对应替换为b1, b2, · · · , bn，
得到的行列式记为Dj。

如果线性方程组的系数行列式不为零，则有唯一解

xj 丽
Dj

D

2 矩阵基础

2.1 基础

2.1.1 定义

m行n列的数表 
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
丮丮丮

丮丮丮
丮 丮 丮

丮丮丮

am1 am2 · · · amn


称为m× n矩阵。

2.1.2 特殊矩阵

所有元素均为零的矩阵称为零矩阵，记为O；

对角线元素为丱其他元素为丰的n阶方矩阵称为单位矩阵，记为I。对角线元素为某一常数其他元素

为零的矩阵称为数量矩阵。

2.2 运算

2.2.1 加法

同型矩阵之间，对应元素直接相加，方矩阵与数字之间相加，相当于方矩阵与对应数量矩阵相加。

加法满足交换律、结合律。
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2.2.2 数乘

矩阵乘一个数等于其所有元素均乘同一个数。数乘满足交换律、结合律、分配律。

2.2.3 矩阵乘法

一个m× s的矩阵A和一个s× n的矩阵B相乘得到一个m× n的矩阵C。其运算规则为

cij 丽
s∑

k=1

aikbkj

即乘积矩阵的第i行j列的元素等于A的第i行与B的第j列点乘的结果。只有左边矩阵的列数等于右边矩

阵的行数时两个矩阵才能相乘，矩阵乘法不满足交换律和消去律，但满足结合律。

2.2.4 转置

将矩阵的行和列互换得到的矩阵称为原矩阵的转置，记矩阵A的转置为AT。矩阵的转置满足丨AB丩T 丽

BTAT。

若对于n阶方矩阵A，有AT 丽 A，则称矩阵A为对称矩阵；若AT 丽 −A，则称矩阵A为反对
称矩阵。则对于任意矩阵A，AAT ,ATA都是对称矩阵；若A是n阶对称矩阵，B是n阶反对称矩阵，

则AB 丫BA是n阶反对称矩阵。

2.2.5 幂

对于方阵A，k个A的乘积称为A的k次幂，记为Ak。如果存在正整数m，使得Am 丽 O，则称矩

阵A为幂零矩阵。

2.2.6 行列式

方阵的行列式满足： 
|AT | 丽 |A|

|kA| 丽 kn|A|

|AB| 丽 |A||B| 丽 |BA|

2.3 逆

2.3.1 定义

对于一个方矩阵A，如果存在B满足

AB 丽 BA 丽 I

则称矩阵B为矩阵A的逆矩阵，记为A−1 丽 B。逆矩阵是唯一的。
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2.3.2 性质

逆矩阵满足以下性质 

丨A−1丩−1 丽 A

丨kA丩−1 丽
丱

k
A−1

丨AB丩−1 丽 B−1A−1

丨AT 丩−1 丽 丨A−1丩T

|A||A−1| 丽 丱

2.3.3 伴随矩阵

设A 丽 丨aij丩n×n，定义以下矩阵

A∗ 丽


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

丮丮丮
丮丮丮

丮 丮 丮
丮丮丮

A1n A2n · · · Ann


为A的伴随矩阵，即A∗ 丽 丨Aji丩n×n。其中Aij为|A|中aij的代数余子式。可以得到

A∗A 丽 AA∗ 丽 |A|I

2.3.4 可逆性

矩阵A可逆的充要条件是|A| 6丽 丰，它的逆矩阵为

A−1 丽
A∗

|A|

当|A| 丽 丰时，矩阵A称为奇异矩阵。

2.4 初等变换

2.4.1 定义

下列三种变换称作矩阵的初等变换：

交换矩阵的两行（列）；

用非零数k乘矩阵的某一行（列）；

把某一行（列）的k倍加到另一行（列）上。

若矩阵A经过有限次初等变换得到矩阵B，则称这两个矩阵等价，记为A ∼丽 B或A → B。任意一

个矩阵都可以通过有限次变换化为以下标准形矩阵(
I O

O O

)

任意一个可逆矩阵都可以通过有限次变换化为单位矩阵。



串 矩阵基础 丸

2.4.2 初等矩阵

对单位矩阵施以一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵，三种初等变换对应三种初等矩阵：

交换两行（列）：

I丨i, j丩pq 丽


δpq, p 6丽 i, j

δpj , p 丽 i

δpi, p 丽 j

将其中一行（列）乘非零数k：

I丨i丨k丩丩pq 丽

δpq, p 6丽 i

kδpq, p 丽 i

将其中一行（列）乘k加到另一行（列）：

I丨ij丨k丩丩pq 丽

δpq, p 6丽 i

δpq 丫 kδpj , p 丽 i

用初等矩阵左乘丯右乘一个矩阵，就相当于对它的行丯列做初等变换。

2.4.3 初等变换求矩阵的逆

矩阵A可逆的充要条件是A可以表示成若干初等矩阵乘积。可以证明，若对矩阵A做一系列初等变

换得到单位矩阵I，则对单位矩阵做相同初等变换就可以得到A的逆矩阵A−1。

由此可知，对矩阵丨A, I丩做初等行变换，即可以得到丨I,A−1丩；对矩阵

A
I

做初等行变换，即可以
得到

I
A−1


2.5 分块矩阵

2.5.1 定义

把一个矩阵分成许多小块，每个小块都是一个矩阵，称为子矩阵。

2.5.2 运算

分块矩阵的加法、数乘和乘法都与普通矩阵类似。

2.5.3 分块矩阵求逆

对于方矩阵的分块，如果只有主对角线上有非零小方矩阵，则称其为分块对角阵。分块对角阵的

行列式等于各小矩阵行列式之积，分块对角阵的逆等于各小矩阵的逆组成的新矩阵。

若矩阵A可按以下方式分块

A 丽

(
B D

O C

)
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且B,C可逆，则矩阵A可逆，且

A−1 丽

(
B−1 −B−1DC−1

O C−1

)

若矩阵A可按以下方式分块

A 丽

(
B O

D C

)
且B,C可逆，则矩阵A可逆，且

A−1 丽

(
B−1 O

−C−1DB−1 C−1

)

2.6 矩阵的秩

2.6.1 定义

在一个m × n的矩阵A中任取k行k列，他们相交处的元素构成一个k阶行列式称为矩阵A的k阶子

式。矩阵中最高阶非零子式的阶数称作矩阵的秩。记为r丨A丩 丽 k。零矩阵的秩为零。当矩阵的秩满

足r丨A丩 丽 乭乩乮{m,n}时，称其为满秩矩阵，否则称之为降秩矩阵。显然，可逆矩阵都是满秩的。

2.6.2 秩的求法

初等矩阵变换不改变矩阵的秩。若将一个矩阵化为标准形

A ∼丽

(
Ir O

O O

)

那么r丨A丩 丽 r。

2.6.3 秩的性质



乭乡乸{r丨A丩, r丨B丩} 6 r丨A,B丩 6 r丨A丩 丫 r丨B丩

r丨A丫B丩 6 r丨A丩 丫 r丨B丩

r丨AB丩 6 乭乩乮{r丨A丩, r丨B丩}

Am×nBn×l 丽 O ⇒ r丨A丩 丫 r丨B丩 6 n

r

(
A O

O B

)
丽 r丨A丩 丫 r丨B丩
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3 矩阵进一步

3.1 特征向量特征值

3.1.1 定义

设A是一个方矩阵，如果存在数λ和非零向量x，使

Ax 丽 λx

则称数λ为矩阵A的特征值，向量x为对应于特征值λ的特征向量。通过对方程变换可以得到

丨λI −A丩x 丽 0

方阵的特征值可以通过解这个方程求得。

3.1.2 求特征值

矩阵λI −A称为矩阵A的特征矩阵，它的行列式称为矩阵A的特征行列式。通过解方程

|λI −A| 丽 丰

即可以求出矩阵的特征值。这个方程称为矩阵的特征方程。

3.1.3 性质

矩阵的特征值具有以下性质 
∑

λi 丽
∑

aii

|A| 丽
∏

λi

并且有：矩阵和它的转置特征值相同；kλ是kA的特征值；λm是Am的特征值；λ−1是A−1的特征值，且

以上情况特征向量均不变。

对于特征向量，不同特征值对应的特征向量线性无关，而同一个特征值对应的特征向量的线性组

合也是这个特征值对应的特征向量。

3.2 相似矩阵

3.2.1 定义

对于两个n阶方阵A,B，如果存在可逆矩阵P，使得

P−1AP 丽 B

则称矩阵A相似于矩阵B，记为A ∼ B。可逆矩阵P称为相似变换矩阵。
相似变换是一种特殊的初等变换。相似矩阵具有相同的特征值、秩和行列式。
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3.2.2 对角化

若n阶矩阵A有n个不相等的特征值λi，则A与对角矩阵

Λ 丽 diag{λ1, λ2, ·, λn}

相似。矩阵可对角化的充要条件是每个特征值的线性无关特征向量个数等于特征值的重数。此时将矩

阵对角化为Λ 丽 diag{λi}的相似变换矩阵就是那n个线性无关的特征向量构成的矩阵。

3.3 正交矩阵

3.3.1 向量内积

对于两个n维列向量α,β，定义αTβ为这两个向量的内积，记为

丨α,β丩 丽 αTβ 丽
∑
i

αiβi

当α,β是行向量时，内积表示为丨α,β丩 丽 αβT。

称数
√

丨α,α丩为向量α的范数或长度，记为‖α‖。如果‖α‖ 丽 丱，则α称为单位向量。

3.3.2 向量正交

如果丨α,β丩 丽 丰，则称向量α,β正交。若n维非零向量组中向量两两正交，则称这个向量组为正交

向量组，如果里面所有向量都是单位向量，则称为规范正交向量组。正交向量组都是线性无关的。

对于向量组αi，可以按照如下方式构造向量组βi，使其为正交向量组，且可以由αi线性表示

βs 丽 αs −
s−1∑
i=1

丨αs,βi丩

丨βi,βi丩
βi

这种正交化的过程称为施密特正交化过程。

3.3.3 正交矩阵

如果矩阵A满足A−1 丽 AT，即AAT 丽 I，则称其为正交矩阵。矩阵正交的充要条件是矩阵的列

（行）向量组是正交向量组。

正交矩阵的行列式为±丱。

3.3.4 实对称矩阵

矩阵元素均为实数的对称矩阵称为实对称矩阵，n阶实对称矩阵有n个特征值，且不同特征值对应

的特征向量正交。对于实对称矩阵A，存在正交矩阵T，使得T−1AT 丽 diag{λ1, λ2, · · · , λn}。求解T只
需要将A的特征向量组正交化后再组成矩阵。
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