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1 复变函数

1.1 基本概念

1.1.1 复变函数

以复数作为自变量和因变量的函数称为复变函数

w = f(z) (1)

若令 w = u+ iv，则复变函数可以写成两个二元实函数的有序组合

w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) (2)

复变函数可以是单值函数，也可以是多值函数。

1.1.2 导数与微分

对于单值函数 w = f(z)，定义它在 z 点的导数为

f ′(z) =
d
dz f(z) = lim

∆t→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z
(3)

与实函数类似可以定义微分。

复变函数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 可导的充要条件是 u, v 在该点处

1. 可微

2. 满足柯西-黎曼条件 (简称 C-R 条件)
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
(4)

在极坐标下函数 f(r, θ) = ρeiφ 的 C-R 条件可以写为
∂ρ

∂r
=
ρ

r

∂φ

∂θ
,

1

r

∂ρ

∂θ
= −ρ∂φ

∂r
(5)

可以证明，C-R 的充要条件是当把复变函数写成 w = f(z, z∗) 的形式时(
∂w

∂z∗

)
z

= 0 (6)

函数不可导的点称为奇点。

1.1.3 解析性

若函数 f(z) 在 z0 的邻域内处处可导，则称 f(z) 在 z0 处解析。若函数在区域内所有点解析，则称

函数在这个区域上解析。

• 解析函数的虚部和实部之间通过 C-R 条件相联系，称为解析函数的共轭性；

• 解析函数的虚部和实部都满足二维拉普拉斯方程，这称为解析函数的调和性;

• 经过解析函数映射后两条曲线之间的夹角保持不变，称为解析函数的保角性。
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1.1.4 多值函数

对于每一个多值函数，都存在一些特定的点，当 z 绕着这些点旋转一周后回到原处，函数值由一个

单值分支变到另一个单值分支，这些特殊的点称为支点。若函数在旋转 n 圈后回到原来函数值，则称这

个支点为 n− 1 阶支点。

设想每个单值分支都定义在一个不同的 z 平面上，再将这些平面沿着几条割线剪开后相互粘连，使

得 z 的连续变化对应于函数值的连续变化，这样形成的结构称为黎曼面。原本的多值结构成为了定义在

黎曼面上的单值结构。

多值函数的支点一定是奇点。

1.2 复变积分

1.2.1 定义

对于复平面上的一条曲线 L，可以定义复变函数 f(z) 沿曲线的积分∫
L

f(z)dz = lim
max |∆z|→0

n∑
k=1

f(ξk)∆zk (7)

它可以化为两个实变线积分计算。

1.2.2 柯西定理与原函数

若 f(z) 在单通区域 D 上解析，则 f(z) 沿区域内任意闭合曲线积分为 0∮
i∈D

f(z)dz = 0 (8)

对于复通区间则有 f(z) 沿所有边界线正方向回路积分之和为 0。其中正方向指沿环路积分时区域保持
在左侧。

由柯西定理我们知道，在单通的解析区域内积分

∫
l

f(z)dz 与路径选择无关，于是可以与实函数类

似地定义原函数

g(z) =

∫ z

z0

f(z)dz (9)

且牛顿莱布尼茨公式成立。

1.2.3 柯西公式

对于区域 D 内部一点 a，有

f(a) =
1

2πi

∮
L

f(z)

z − a
dz (10)

其中积分回路 L 分别对应于该区域 (可能是单通、复通或无界) 的所有边界。其中无界区域柯西公式需
要满足

lim
z→∞

f(z) = 0 (11)

当以上极限为有限值 A 时，无界区域的柯西公式可以拓展如下

1

2πi

∮
L

f(z)

z − a
dz =

f(a)−A, a在回路外

−A, a在回路内
(12)
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柯西公式表明解析函数区域内函数值可以完全由边界决定。

柯西公式的一个重要推论是高阶导数的柯西公式

f (n)(z) =
n!

2πi

∮
L

f(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ (13)

这说明解析函数的任意阶导数存在。

柯西公式的另一个重要推论是刘维尔定理，它表明复变函数不可能在包含无穷远点的全平面解析，

除非它是一个常函数。

1.3 级数展开

1.3.1 幂级数

形如
∞∑
k=0

ak(z − b)k = a0 + a1(z − b) + · · · (14)

的无穷级数称为幂级数。根据阿贝尔定理，对于任意幂级数都存在一个圆，在园内级数绝对收敛而圆外

发散，这个圆称为收敛圆。对幂级数的逐项求导或积分不改变收敛半径。

通过根式判别和比值判别法可以得到以下两种求级数收敛半径的方法

R = lim
k→∞

1
k
√
ak

= lim
k→∞

∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣ (15)

1.3.2 泰勒展开

在圆域 |z − b| < R 内解析的函数 f(z) 可以在园内任意一点展开为泰勒级数

f(z) =
∞∑
k=0

ak(z − b)k (16)

其中系数称为泰勒系数

ak =
1

2πi

∮
CR

f(ξ)

(ξ − b)k+1
dξ = f (k)(b)

k!
(17)

1.3.3 洛朗展开

在环域 R1 < |z − b| < R2 内解析的函数 f(z) 可以在环域内任意一点展开为洛朗级数

f(z) =
+∞∑

k=−∞

ak(z − b)k (18)

其中系数称为洛朗系数

ak =
1

2πi

∮
Cρ

f(ξ)

(ξ − b)k+1
dξ (19)

积分回路为环域内任意绕小圆的曲线。



1 复变函数 7

1.3.4 零点与孤立奇点

解析函数值为 0 的点称为解析函数的零点。若零点邻域的泰勒展开系数中最小的非零项系数为 am，

则称这个零点为 m 阶零点。非常值的解析函数的零点具有孤立性。

解析函数的孤立奇点指在其邻域内函数解析的奇点。依据解析函数在孤立奇点 b 邻域的洛朗展开

系数可以将其分为

可去奇点 f(z) 在 b 处的极限存在且为有限值，且在 z = b 的去心邻域内洛朗展开不含负幂次项；

m 阶奇点 f(z) 在 b 处的极限为无穷，且在 z = b 的去心邻域内洛朗展开含有有限个负幂次项，最低为

−m 阶，也称为 m 阶极点；

本性奇点 f(z) 在 b 处的极限无定值，且在 z = b 的去心邻域内洛朗展开含有无穷多负幂次项。

1.4 留数定理

1.4.1 留数定理

若函数在区域 D 内只有有限个孤立奇点 bk，则∮
L

f(z)dz = 2πi
∑
k

Resf(bk) (20)

积分回路为区域边界。式中 Resf(bk) 称为函数在 bk 点的留数，它等于函数在 bk 去心邻域内洛朗展开

系数 a
(k)
−1。

若函数在全平面上除了有限个孤立奇点以及无穷远点外解析，则有∑
k

Resf(bk) + Resf(∞) = 0 (21)

1.4.2 计算留数的方法

可去奇点

Resf(b) = 0 (22)

m 阶极点

Resf(b) = 1

(m− 1)!
lim
z→b

(
d
dz

m−1

[(z − b)mf(z)]

)
(23)

1 阶极点 若 f(z) 能写成两个解析函数之商 f(z) = φ(z)/ψ(z)，且 φ(b)ψ′(b) ̸= 0，则

Resf(b) = φ(b)

ψ′(b)
(24)

本性奇点 直接求洛朗展开系数。
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1.4.3 留数定理计算实积分

首先介绍几个引理

• 若 limz→∞ zf(z) = 0，则对上半圆周积分

lim
R→∞

∫
CR

f(z)dz = 0 (25)

• 若 limz→∞ f(z) = 0，则对上半圆周积分

lim
R→∞

∫
CR

f(z)eimzdz = 0, m > 0 (26)

• 若 b 是实轴上的一阶极点，则在 b 附近上半圆周积分

lim
r→0

∫
Cr

f(z)dz = −πiResf(b) (27)

由这些引理出发，通过取无穷大上半圆作为积分回路可以计算许多实无穷积分。

除此之外还有一类可以用留数定理计算的积分∫ 2π

0

f(cos θ, sin θ)dθ (28)

可以做变量代换 z = eiθ，此时原积分化为∫ 2π

0

f(cos θ, sin θ)dθ =
∮
|z|=1

f

(
1

2
(z + z−1),

1

2i
(z − z−1)

)
dz
iz

(29)

进而可以用留数定理计算。

1.5 傅里叶变换与拉普拉斯变换

1.5.1 傅里叶级数

周期函数如果满足满足狄利克雷条件：在 [−T/2, T/2] 上有有限个第一类间断点且有有限个单调区
间，则可以写成如下傅里叶级数

f(t) = a0 +
∑
n

(
an cos 2nπt

T
+ bn sin 2nπt

T

)
(30)

可以证明这是一组完备正交函数族。其中系数为

a0 =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(t)dt

an =
2

T

∫ T/2

−T/2

f(t) cos 2nπt
T

dt

bn =
2

T

∫ T/2

−T/2

f(t) sin 2nπt

T
dt

(31)
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记 ω0 = 2π/T，则傅里叶级数可以写成

f(t) =
+∞∑

n=−∞

cne
−inω0t (32)

其中系数为

cn =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(t)einω0tdt (33)

1.5.2 傅里叶变换

对于非周期函数，若其满足分段光滑且至多只有第一类间断点，并且

∫ +∞

−∞
|f(t)|dt 存在，则我们

可以对其做傅里叶变换。 
f(t) =

∫ +∞

−∞
F (ω)e−iωtdω

F (ω) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(t)eiωtdt

(34)

有时也会用 (x, k) 分别表示原函数和像函数的自变量，在这种情况下取相反的正负号。

傅里叶变换的像函数有如下几条性质

• 线性可加性
F[c1f1(t) + c2f2(t)] = c1F[f1(t)] + c2F[f2(t)] (35)

• 平移与相似
F[f(at)] =

1

|a|
F
(ω
a

)
F[f(t− t0)] = eiωt0F (ω)

(36)

• 若对于 m = 0, 1, · · ·n− 1，有 f (m)(t)|t→∞ = 0，则

F[f (n)(t)] = (−iω)nF (ω) (37)

• 若
∫ +∞

−∞
f(t)dt = 0，则

F
[∫ t

−∞
f(ξ)dξ

]
=

1

iω
F (ω) (38)

• 原函数的乘积对应像函数的卷积

F[f1(t)f2(t)] =
∫ +∞

−∞
F1(η)F2(ω − η)dη (39)

1.5.3 δ 函数

为了使得不绝对可积的常函数、正余弦函数可以进行傅里叶变换，引入 δ 函数。它满足如下性质

δ(x) =

0, x ̸= 0

∞, x = 0
,

∫ b

a

δ(x)dx =

0, 0 /∈ (a, b)

1, 0 ∈ (a, b)
(40)
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δ 函数是一种广义函数，它的意义在积分中体现。

对于连续函数，可以用 δ 函数取出它在某点处的导数值 (函数值)∫ +∞

−∞
f(x)δ(n)(x)dx = (−1)nf (n)(0) (41)

除此之外，δ 函数的性质包括

• δ 函数是偶函数，导函数是奇函数；

• δ 函数的积分是阶跃函数

H(x) =

∫ x

−∞
δ(η)dη =

0, x < 0

1, x > 0
(42)

• δ 函数和普通函数卷积得到函数本身 f(x) ∗ δ(x) = f(x)；

• δ 函数可写成某些函数序列的极限；

• δ 函数的傅里叶变换是常函数

1

2π

∫ +∞

−∞
δ(x)e−iωx =

1

2π
, δ(x) =

1

2π

∫ +∞

−∞
eiωxdω (43)

由此可以写出如三角函数，阶跃函数，整幂次函数等不满足绝对可积的函数的傅里叶变换。

1.5.4 拉普拉斯变换

为了使傅里叶变换适用更广泛的条件，考虑一个从 t = 0 时刻出现的物理量，即 f(t) = 0, t < 0。在

它上面乘一个指数衰减因子使得积分收敛，我们可以类似地得到变换

F (p) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−ptdt (44)

其中 p = σ + iω 是实部大于零的复数。这称为拉普拉斯变换，其逆变换为

f(t) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
F (p)eptdp (45)

拉普拉斯变换的适用条件是函数在 t ⩾ 0 上至多只有有限个第一类间断点，且存在常数 M > 0 和

σ ⩾ 0，使得

∀t ⩾ 0, |f(t)| < Meσt (46)

其中 σ 的下界用 σ0 表示，可以证明拉普拉斯变换的像函数是在 Rep = σ > σ0 的半平面上的解析函数。

拉普拉斯变换的其他性质与傅里叶变换基本一致，除了注意到

L[f ′(t)] =
1

p
L[f(t)] − f(0) (47)
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1.5.5 反演问题

由像函数求原函数的问题称为反演问题。之前给出的逆变换积分公式称为黎曼梅林反演公式

f(t) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
F (p)eptdp (48)

在此基础上可以得到拉普拉斯变换的展开定理：对于单值的像函数 F (p)，如果满足在 0 ⩽ arg p ⩽ 2π

内有

lim
p→∞

F (p) = 0 (49)

则

f(t) =
∑
全平面

Res[F (p)ept] (50)

如果不满足以上条件，但是满足在任意小的 δ 下在 −π
2
+ δ ⩽ arg p ⩽ π

2
− δ 内

lim
p→∞

F (p) = 0 (51)

则有

f(t) =
∑

Rep<σ0

Res[F (p)ept] (52)

2 数学物理方程

2.1 基本概念

2.1.1 数学物理方程分类

我们研究的方程可以分为以下三类

波动方程 描述以波的方式传递的物理量，如机械波、电磁波

∂2u

∂t2
= a2∆u+ f(x, t) (53)

扩散方程 描述诸如分子扩散、热传导之类的过程

∂u

∂t
= D∆u+ f(x, t) (54)

泊松方程 描述诸如真空静电势的物理量

∆u = −h (55)

2.1.2 边界条件

一个完整的物理问题不仅包括物理方程，还包括边界条件和初始条件。很多时候数学物理方程的解

要依赖于边界条件和初始条件的选择。

对于初始条件，我们可以分为以下几类
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狄拉克条件 边界处的函数值确定，式中 M 表示边界上的点

u|边界 = f(M, t) (56)

诺伊曼条件 边界处的沿法向的导数值确定

un|边界 = f(M, t) (57)

混合型条件 以上两种边界条件的混合

(u+ hun)|边界 = f(M, t) (58)

2.1.3 行波法解波动方程

通过换元 ξ = x+ at

η = x− at
(59)

我们可以把一维波动方程改写成如下形式

∂

∂ξ

∂

∂η
u = 0 (60)

其通解为

u = f1(ξ) + f2(η) = f1(x+ at) + f2(x− at) (61)

对于无边界条件 (无限长弦) 的情况，设初始条件为u|t=0 = φ(x)

ut|t=0 = ψ(x)
(62)

则可以解出 f1, f2，原数理方程的解为

u =
1

2
[φ(x+ at) + φ(x− at)] +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ (63)

简单考虑一侧有边界条件的情况 (半无限长弦)，条件 u|x=0 = 0 对应固定端的情况，ux|x=0 = 0 对

应自由端的情况。对于两种边界条件只需要将初始条件分别做奇延拓和偶延拓即可。

2.2 分离变量法

2.2.1 齐次边界条件分离变量

以驻波为例，波动方程为

uxx − a2utt = 0 (64)

边界条件为 u|x=0 = 0

u|x=l = 0
(65)
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初始条件为 u|t=0 = φ(x)

ut|t=0 = ψ(x)
(66)

我们假设 (实际上对于驻波我们已经知道) 方程的解可以写成 x 和 t 的独立函数

u(x, t) = X(x)T (t) (67)

这样一来波动方程和初始条件可以分别转化为
X ′′

X
=

T ′′

a2T
= −λ

X(0) = X(l) = 0

(68)

求解 X(x) 会发现，λ ⩽ 0 时只有平凡解，λ > 0 可以解出

λ =
n2π2

l2
, n = 1, 2, · · ·

X(x) = C sin nπx
l

(69)

常数 λ 可以取到的值称为本征值，对应的函数称为本征函数。求解 T (t) 则可以得到

T (t) = A cos nπat
l

+B sin nπat
l

(70)

这些本征解的叠加就是最后的通解，系数可以通过对初始条件做傅里叶正弦级数展开得到。

2.2.2 非齐次方程傅里叶法和冲量定理法

傅里叶方法的基本思路如下：由齐次方程最终结果给出的提示，不妨把解展开为傅里叶正弦级数

u(x, t) =
∑
n

Tn(t)Xn(x) (71)

其中 Xn(x) 为对应齐次方程的本征函数。把解带入方程，尝试分离出 Tn(t) 的微分方程以求解。

冲量定理法适用于初始条件为 0 的情况。对于初始条件不为 0 的问题，可以将问题分解为初始条
件不为零的齐次方程问题加上一个初始条件为零的非齐次方程问题，进而分别求解。其基本思想是把非

齐次项

utt − a2uxx = f(x, t) (72)

看作作用在弦上的外力，并且认为这个外力不是连续的，而是无数段瞬时冲量作用形成

f(x, t) =

∫ t

0

f(x, τ)δ(t− τ)dτ (73)

每一个瞬时冲量产生的振动记作 u(τ)(x, t)dτ。对于这个振动，考察 τ + dτ 时刻往后的过程，此时冲量
已经作用完毕，我们得到

u
(τ)
tt − a2u(τ)xx = 0

u(τ)|x=0 = 0, u(τ)|x=l = 0

u(τ)|t=τ = 0, u
(τ)
t |t=τ = f(x, τ)

(74)

最后，原问题的解可以认为是所有小振动的叠加，故可以写成

u(x, t) =

∫ t

0

u(τ)(x, t)dτ (75)
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2.2.3 非齐次边界条件处理方法

对于一维振动问题

utt − a2uxx = 0

u|x=0 = µ(t), u|x=l = ν(t)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x)

(76)

边界条件是非齐次的。为此我们选择一个满足非齐次边界条件的函数，如线性函数

v(x, t) =
ν(t)− µ(t)

l
x+ µ(t) (77)

设待求函数

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t) (78)

则函数 w 就满足非齐次方程齐次边界条件，可以求解。

如果能直接看出非齐次部分的特解，也可以用叠加原理将非齐次的特解与齐次问题的通解相加得到

最终的解。

2.3 二阶常微分方程的级数解与本征值问题

2.3.1 常点邻域上的级数解法

不失一般性地考虑复变函数 w(z) 的二阶线性常微分方程

d2w

dz2 + p(z)
dw
dz + q(z)w = 0

w(z0) = C0, w′(z0) = C1

(79)

如果系数函数 p(z), q(z) 在某点邻域解析，则称这个点为常点，否则称为奇点。

对于常点上的级数解，一般方法是把函数展开成泰勒级数的形式

w(z) =
∞∑
k=0

ak(z − z0)
k (80)

随后带回方程中合并同类项，找出系数之间的递推关系，再通过 C0 和 C1 确定系数。

2.3.2 正则奇点邻域上的级数解法

一般的奇点上方程的解过于复杂，它存在两个线性独立的级数解。如果这两个解全部具有有限个负

幂次项，则称这个奇点为正则奇点。可以证明，如果 p(z) 和 q(z) 分别是不高于一阶和不高于二阶极点，

那么这个点就是正则奇点。它的两个根为

w1(z) =
∞∑
k=0

ak(z − z0)
s1+k

w2(z) =
∞∑
k=0

bk(z − z0)
s2+k +Aw1(z) ln(z − z0)

(81)

其中 s1, s2 是判定方程

s(s− 1) + sp−1 + q−2 = 0 (82)

的两个根，s1 ⩾ s2。



2 数学物理方程 15

2.3.3 广义傅里叶级数

如下展开级数称为广义傅里叶级数

f(x) =
∑
n

fnyn(x) (83)

其中系数 fn 叫做广义傅里叶系数，函数族 yn(x) 叫做级数展开的基。其中函数族应满足加权正交∫ b

a

ym(x)yn(x)ρ(x)dx = 0, m ̸= n (84)

当 m = n 时有

N2
m =

∫ b

a

[ym(x)]2ρ(x)dx (85)

积分值开根 Nm 称为 ym(x) 的模，N = 1 时称这组基是归一的。

函数族的完备性是指，对于任意分段连续且平方可积的函数 f(x)，都有∫ b

a

f2(x)ρ(x)dx =
∑
n

f2
n

∫ b

a

y2n(x)ρ(x)dx (86)

完备性使得 fN (x) 平均收敛于 f(x)。

广义傅里叶的系数由下式给出

fm =
1

N2
m

∫ b

a

f(ξ)ym(ξ)ρ(ξ)dξ (87)

2.3.4 施图姆-刘维尔本征值问题

由数学物理方程引出的常微分方程通常附带边界条件，它们会限制方程的某些参数取特定值，这些

值称为本征值，而对应的解称为本征函数。通常的的本征值问题都可以归于施图姆-刘维尔本征值问题。
形式为

d
dx

[
k(x)

dy
dx

]
− q(x)y + λρ(x)y = 0, (a ⩽ x ⩽ b) (88)

称为施图姆-刘维尔型方程。它辅以齐次的第一类、第二类或第三类边界条件或自然边界条件就构成施
图姆-刘维尔本征值问题。
可以证明，对于 k(x), q(x), ρ(x) 均为正的本征值问题有如下性质

• 若 k(x), k′(x), q(x) 连续或最多在端点处有一阶极点，则存在无穷多本征值

λ1 ⩽ λ2 ⩽ λ3 ⩽ · · · (89)

对应的本征函数的排列恰好使得节点个数依次增多

• 所有本征值都大于零

• 不同本征值对应的不同本征函数 ym(x), yn(x) 在 [a, b] 上加权正交

• 本征函数族是完备的
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2.4 球函数

2.4.1 方程由来

球坐标下讲拉普拉斯算符展开得到

∆ =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
(90)

对拉普拉斯方程分离变量可以得到
d
dr

(
r2

dR
dr

)
− l(l + 1)R = 0

1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂φ2
+ l(l + 1)Y = 0

(91)

其中第二个方程称为球函数方程。

对亥姆霍兹方程 ∆u+ k2u = 0 分离变量可以得到
r2

d2R

dr2 + 2r
dR
dr + [k2r2 − l(l + 1)]R = 0

1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂φ2
+ l(l + 1)Y = 0

(92)

第一个方程称为 l 阶球贝塞尔方程，可以通过变量代换

x = kr, y(x) =

√
2x

π
R(r) (93)

化成贝塞尔方程，第二个方程则是球函数方程。

将球函数方程进一步分离变量，可以得到
Φ′′ + λΦ = 0

sin θ d
dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
+ [l(l + 1) sin2 θ − λ]Θ = 0

(94)

第二个方程经过换元 x = cos θ 后得到

(1− x2)
d2Θ

dx2 − 2x
dΘ
dx +

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
Θ = 0, m2 = λ (95)

这称为 l 阶连带勒让德方程，m = 0 时则称为 l 阶勒让德方程。

2.4.2 勒让德方程

解 l 阶勒让德方程

(1− x2)y′′ − 2xy′ + l(l + 1)y = 0 (96)

将其做相应展开后，由对应系数相等可以得到递推关系

ak+2 =
(k − l)(k + l + 1)

(k + 2)(k + 1)
ak (97)
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于是我们可以求得勒让德方程的级数解，其形式为

w(z) = a0y0(z) + a1y1(z) (98)

从递推关系可以看出，它的奇偶项是独立的。可以算出级数的收敛半径是 |x| = 1，不过可以证明在

x = ±1 的地方级数不可能都收敛。

考虑 l 是偶数 (奇数) 的情况 l = 2n(+1)，此时偶数 (奇数) 项级数 y0(1)(z) 只到 x2n(+1) 项为止，

往后的系数全为 0。如果取奇数 (偶数) 项前的系数 a1(0) = 0，将会得到勒让德方程的一个多项式特解，

称为 l 阶勒让德多项式。

很多时候，方程的解在 x = ±1 处收敛会作为勒让德方程的自然边界条件。此时构成一个本征值问

题，本征值为 l(l + 1)，l 为自然数，本征函数就是勒让德多项式。

对于 l 是整数的情况，与勒让德多项式 Pl(x) 线性无关的解除了带入无穷级数公式外，还有另一种

称为第二类勒让德函数的解

Ql(x) = Pl(x)

∫
1

(1− x2)[Pl(x)]2
dx

=
1

2
Pl(x) ln 1 + x

1− x
+

1

2l

[(l−1)/2]∑
k=0

xl−1−2k

k∑
n=0

(−1)n+1

2k − 2n+ 1

(2l − 2n)!

n!(l − n)!(l − 2n)!
, l ⩾ 1

(99)

2.4.3 勒让德多项式

上节提到勒让德多项式，其具体形式为

Pl(x) =

[l/2]∑
k=0

(−1)k
(2l − 2k)!

2lk!(l − k)!(l − 2k)!
xl−2k (100)

除了这种形式，勒让德多项式还可以写为微分形式

Pl(x) =
1

2ll!

dl
dxl (x

2 − 1)l (101)

积分形式

Pl(x) =
1

2πi

1

2l

∮
C

(z2 − 1)l

(z − x)l+1
dz

=
1

π

∫ π

0

[
x+ i

√
1− x2 cosψ

]l
dψ

(102)

勒让德多项式有母函数 (生成函数)

1√
R2 − 2rR cos θ + r2

=


∑
l

rl

Rl+1
Pl(cos θ), r < R

∑
l

Rl

rl+1
Pl(cos θ), r > R

(103)

从中还可以推出勒让德函数的递推方程。

勒让德多项式可以作为广义傅里叶展开的基，其满足正交关系，模为

Nl =

√
2

2l + 1
(104)

因而广义傅里叶展开的系数为

fl =
2l + 1

2

∫ 1

−1

f(x)Pl(x)dx (105)
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2.4.4 连带勒让德函数

对于连带勒让德方程

(1− x2)
d2Θ

dx2 − 2x
dΘ
dx +

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
Θ = 0 (106)

做变换

Θ = (1− x2)m/2y(x) (107)

后，原先的连带勒让德方程就变成了勒让德方程求 m 次导数之后的形式。将勒让德方程的本征函数勒

让德多项式带回连带勒让德方程的解，得到

Θ = (1− x2)m/2y(x) = (1− x2)m/2P [m]
l (x) (108)

称为连带勒让德函数，记为 Pml (x)。注意到 m ⩽ l。

连带勒让德函数同样有微分表示

Pml (x) =
(1− x2)m/2

2ll!

dl+m
dxl+m (x2 − 1)l (109)

和积分表示

Pml (x) =
1

2πi

(1− x2)m/2

2ll!
(l +m)!

∮
C

(z2 − 1)l

(z − x)l+m+1
dz

=
im

2π

(l +m)!

l!

∫ π

−π
eimψ

[
x+ i

√
x2 − 1 cosψ

]l
dψ

(110)

相同 m 不同阶的连带勒让德函数同样正交，因而也可以作为广义傅里叶展开的基，其模为

Nm
l =

√
2(l +m)!

(2l + 1)(l −m)!
(111)

2.4.5 递推公式和加法公式

利用母函数可以求得勒让德函数的递推公式

(k + 1)Pk+1(x)− (2k + 1)xPk(x) + kPk−1(x) = 0

(2k + 1)Pk(x) = P ′
k+1(x)− P ′

k−1(x)

(x2 − 1)P ′
k(x) = kxPk(x)− kPk−1(x)

(112)

通过对勒让德函数求导可以得到连带勒让德函数的递推公式

(2k + 1)xPmk (x) = (k +m)Pmk−1(x) + (k −m+ 1)Pmk+1(x)

(2k + 1)(1− x2)1/2Pmk (x) = Pm+1
k+1 (x)− Pm+1

k−1 (x)

= (k +m)(k +m− 1)Pm−1
k−1 (x)− (k −m+ 2)(k −m+ 1)Pm−1

k+1 (x)

(2k + 1)(1− x2)
d

dxP
m
k (x) = (k + 1)(k +m)Pmk−1(x)− k(k −m+ 1)Pmk+1(x)

(113)

对于单位球上的两个点 (θ, φ) 和 (θ0, φ0)，它们之间的夹角为

cosΘ = cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(φ− φ0) (114)

此时我们有加法公式

Pl(cosΘ) =
l∑

m=−l

(l −m)!

(l +m)!
Pml (cos θ)Pml (cos θ0)eim(φ−φ0) (115)
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2.4.6 一般球函数

球函数方程的解称为球函数。一般情况下球函数方程分离变量的解为

Y m
l (θ, φ) = Pml (cos θ)

 sinmφ

cosmφ

 (116)

也可以将其写成复数形式

Y m
l (θ, φ) = P

|m|
l (cos θ)eimφ (117)

球函数中的任意两个在球面上正交，它的模是

Nm
l =

√
2πδm
2l + 1

(l +m)!

(l −m)!
, δm = δm0 + 1 (118)

在球面上把一个函数以球函数为基展开需要分别对 θ 和 φ 算两次系数。有时我们也会用到正交归一的

球函数

Ylm(θ, φ) =
1

Nm
l

Pml (θ, φ) (119)

2.5 柱函数

2.5.1 方程由来

柱坐标下讲拉普拉斯算符展开得到

∆ =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2

∂φ2
+

∂2

∂z2
(120)

对拉普拉斯方程分离变量可以得到
Φ′′ + λΦ = 0

Z ′′ − µZ = 0

d2R

dρ2 +
1

ρ

dR
dρ +

(
µ− m2

ρ2

)
R = 0, m2 = λ

(121)

其中第三个方程在 µ ̸= 0 时根据其正负可以变形为

x2
d2R

dx2 + x
dR
dx + (±x2 −m2)R = 0, x =

√
|µ|ρ (122)

分别称为 m 阶贝塞尔方程和虚宗量贝塞尔方程。

对亥姆霍兹方程 ∆u+ k2u = 0 分离变量可以得到
Φ′′ + λΦ = 0

Z ′′ + µ2Z = 0

d2R

dρ2 +
1

ρ

dR
dρ +

(
k2 − µ2 − λ

ρ2

)
R = 0

(123)

第三个方程可以化为贝塞尔方程。
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2.5.2 三类柱函数

以 ν 阶贝塞尔方程为例

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0 (124)

其中 ν 不为整数。可以看出 z0 = 0 是它的正则奇点，写出判定方程后解出 s1 = ν, s2 = −ν，再统一以
s 写出级数展开并求出系数关系

ak =
−1

(s+ k)2 − ν2
ak−2, a1 = 0 (125)

对于 s = ±ν 的级数，通常会取
a0 =

1

2|ν|Γ(|ν|+ 1)
(126)

这时候这个级数记为

J±ν(x) =

∞∑
k=0

(−1)k
1

k!Γ(|ν|+ k + 1)

(x
2

)|ν|+2k

(127)

称作 ±ν 阶贝塞尔函数。
有时将贝塞尔函数线性组合得到另一个特解

Nν(x) =
Jν(x) cos νπ − J−ν(x)

sin νπ (128)

这称为 ν 阶诺伊曼函数。

有时还会取线性独立的解 H
(1)
ν (x) = Jν(x) + iNν(x)

H(2)
ν (x) = Jν(x)− iNν(x)

(129)

这称为第一种和第二种汉克尔函数。贝塞尔函数、诺伊曼函数和汉克尔函数分别称为第一类、第二类和

第三类柱函数。

ν 阶贝塞尔方程的通解是

y(x) =


C1Jν(x) + C2J−ν(x)

C1Jν(x) + C2Nν(x)

C1H
(1)
ν + C2H

(2)
ν

(130)

后两者对于整数阶同样是通解，而第一个解因为整数阶贝塞尔函数并不线性独立

Jm(x) = (−1)mJ−m(x) =
∞∑
k=0

(−1)k
1

k!(m+ k)!

(x
2

)m+2k

(131)

并不是整数阶贝塞尔方程的通解。

以上所有函数中，在 x→ 0 处收敛的有 J0(x), Jν(x)，而发散的有 J−ν(x), Nν(x)。在 x→ ∞ 处它
们则全部收敛。

记 ν 阶柱函数为 Zν，有递推公式

d
dx [xνZν(x)] = xνZν−1(x)

d
dx [Zν(x)/xν] = −Zν+1(x)/x

ν

(132)
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变形可得

Zν+1(x)−
2ν

x
Zν(x) + Zν−1(x) = 0

2Z ′
ν(x) = Zν−1(x)− Zν+1(x)

(133)

2.5.3 傅里叶-贝塞尔级数

不同本征值对应的同阶贝塞尔函数在 [0, ρ0] 上加权正交∫ ρ0

0

Jm(
√
µnρ)Jm(

√
µlρ)ρdρ = 0, n ̸= l (134)

贝塞尔函数的模对于三类齐次边界条件分别为

[
N (m)
n

]2
=



1

2
ρ20[Jm+1(x0)]2, Jm(x0) = 0

1

2

(
ρ20 −

m2

µn

)
[Jm(x0)]2, J ′

m(x0) = 0

1

2

(
ρ20 −

m2

µn
+

ρ20
µnH

)
[Jm(x0)]2, J ′

m +
Jm√
µn
H = 0

(135)

其中 x0 =
√
µnρ0，µn = µ

(m)
n 。于是我们可以将函数展开为傅里叶-贝塞尔级数

f(ρ) =
∞∑
n=1

fnJm(
√
µnρ)

fn =
1[

N (m)
n

]2 ∫ ρ0

0

f(ρ)Jm(
√
µnρ)ρdρ

(136)

这个积分式的求解过程可能会用到柱函数的递推公式。

2.5.4 性质公式

对于三类柱函数，有 x→ ∞ 时的渐进公式

Jν(x) ∼
√

2

πx
cos

(
x− πν

2
− π

4

)
Nν(x) ∼

√
2

πx
sin

(
x− πν

2
− π

4

)
H(1)
ν (x) ∼

√
2

πx
exp

[
i
(
x− πν

2
− π

4

)]
H(2)
ν (x) ∼

√
2

πx
exp

[
−i

(
x− πν

2
− π

4

)]
(137)

整数阶贝塞尔函数有母函数

exp
[
1

2
x

(
z − 1

z

)]
=

∞∑
m=−∞

Jm(x)z
m, 0 < |z| <∞ (138)

通过母函数可以写出整数阶贝塞尔函数的积分表达式

Jm(x) =
(−i)m

2π

∫ π

−π
eix cosψ+imψdψ

=
im

2π

∫ π

−π
e−ix cos θ+imθdθ

(139)
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和加法公式

Jm(a+ b) =
∞∑

k=−∞

Jk(a)Jm−k(b) (140)

2.5.5 虚宗量贝塞尔函数

虚宗量贝塞尔方程可以通过变量代换 ξ = ix 换回实贝塞尔函数，为了消除表达式中的虚数，我们

定义虚宗量贝塞尔函数为

Iν(x) = i−νJν(ix) =
∞∑
k=0

1

k!Γ(ν + k + 1)

(x
2

)ν+2k

I−ν(x) = iνJ−ν(ix) =
∞∑
k=0

1

k!Γ(−ν + k + 1)

(x
2

)−ν+2k
(141)

虚宗量的贝塞尔方程的解可以用这两个函数的线性组合表示。对于整数阶的虚宗量贝塞尔方程，这两个

函数相等，于是我们需要另一线性独立的解

Kν(x) =
π

2
iei

π
2 νH(1)

ν (ix) =
π

2

I−ν(x)− Iν(x)

sin νπ (142)

这称为虚宗量汉克尔函数。

2.6 格林函数法

2.6.1 格林函数的引入

考虑在边界为 Σ 的区域 T 上的泊松方程定解问题

∆u = f(r⃗)[
α
∂u

∂n
+ βu

]
Σ

= φ(M)
(143)

其中 α, β 的取值决定了边界条件是第一类、第二类或第三类。这里求解的思路是把场源分解成点源的

叠加，于是只要求得点源的解，再将其积分即可得到原方程的解。于是我们求解方程

∆v = δ(r⃗ − r⃗0)−
(

1

VT

)
当边界条件为第二类时[

α
∂v

∂n
+ βv

]
Σ

= 0

(144)

第一个方程括号中的项是为了在边界条件是第二类时使得方程有解，分母根据求解的不同维度可能替换

为面积或长度。这个方程的解称为格林函数 G(r⃗, r⃗0)。

在区域 T 上计算积分

∫∫∫
T

(G∆u− u∆G)dV 并根据 G 系数的对称性可以得到 u 的表达式

u(r⃗) =

∫∫∫
T

f(r⃗0)G(r⃗, r⃗0)dV0 −



∫∫
Σ

φ(r⃗0)
∂G(r⃗, r⃗0)

∂n0

dS0, (α, β) = (1, 0)∫∫
Σ

φ(r⃗0)G(r⃗, r⃗0)dS0, (α, β) = (0, 1)∫∫
Σ

φ(r⃗0)G(r⃗, r⃗0)dS0, (α, β) = (1, β)

(145)
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2.6.2 含时格林函数

对于方程含时的问题，格林函数法同样适用，例如对于波动方程

utt − a2∆u = f(r⃗, t)[
α
∂u

∂n
+ βu

]
Σ

= θ(M, t)

u|t=0 = φ(r⃗), ut|t=0 = ψ(r⃗)

(146)

我们可以把持续作用力 f(r⃗, t) 看作一个个瞬时作用在空间上一个个点上的脉冲力的叠加，于是我们得

到格林函数满足的定解问题

Gtt − a2∆G = δ(r⃗ − r⃗0)δ(t− t0)[
α
∂G

∂n
+ βG

]
Σ

= 0

G|t=0 = 0, Gt|t=0 = 0

(147)

通过和上文类似的推导，我们得到波动方程的解的积分形式

u(r⃗, t0) =

∫∫∫
T

∫ t

0

f(r⃗0, t0)GdV0dt0 + a2
∫∫

Σ

∫ t

0

(
G
∂u

∂n0

− u
∂G

∂n0

)
dS0dt0

+

∫∫∫
T

(Gut0 − uGt0)t=t0dV0

(148)

对于扩散方程，同样有解的积分形式

u(r⃗, t0) =

∫∫∫
T

∫ t

0

f(r⃗0, t0)GdV0dt0 + a2
∫∫

Σ

∫ t

0

(
G
∂u

∂n0

− u
∂G

∂n0

)
dS0dt0

+

∫∫∫
T

(Gu)t=t0dV0

(149)

以上两个方程的后两项积分一样可以通过选择合适的格林函数边界条件计算。

2.6.3 格林函数的解

对于一般的格林函数问题，我们可以把它分解为无界区域的格林函数与有界区域格林函数的和。其

中，无界区域的格林函数称为相应方程的基本解。例如，泊松方程的三维基本解为

G0 = − 1

4π |r⃗ − r⃗0|
(150)

除此之外，还可以用冲量定理法求解格林函数。这里给出一些结果。

• 一维无界空间扩散方程

G(x, t; ξ, τ) =
1

2a
√
π(t− τ)

exp
[
− (x− ξ)2

4a2(t− τ)

]
(151)

• 一维半无界空间第一类齐次边界条件扩散方程

G(x, t; ξ, τ) =
1

2a
√
π(t− τ)

{
exp

[
− (x− ξ)2

4a2(t− τ)

]
− exp

[
− (x+ ξ)2

4a2(t− τ)

]}
(152)

• 一维半无界空间第二类齐次边界条件扩散方程

G(x, t; ξ, τ) =
1

2a
√
π(t− τ)

{
exp

[
− (x− ξ)2

4a2(t− τ)

]
+ exp

[
− (x+ ξ)2

4a2(t− τ)

]}
(153)
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2.7 积分变换法

2.7.1 傅里叶变换法

对于无界空间的定解问题，本征值谱通常是连续的，因而解可以写成傅里叶积分的形式。这启发我

们对待求方程做傅里叶变换。举例来说，对于一维波动方程

utt − a2uxx = 0

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x)
(154)

我们以 x 为变量，对方程和边界条件做傅里叶变换，可得

U ′′ + k2a2U = 0

U |t=0 = Φ(k), U ′|t=0 = Ψ(k)
(155)

其中大写字母函数名为对应函数的傅里叶变换。可以发现，偏微分方程变为了 t 的常微分方程。方程的

解为

U(k, t) =

[
1

2
Φ(k) +

1

2ika
Ψ(k)

]
eikat +

[
1

2
Φ(k)− 1

2ika
Ψ(k)

]
e−ikat (156)

做傅里叶逆变换后即得原定解问题的解。

对于三维空间的波动方程，我们给出最终解

u(r⃗, t) =
1

4πa

∂

∂t

∫∫
∂Ω

φ(ρ⃗)

at
dSρ +

1

4πa

∫∫
∂Ω

ψ(ρ⃗)

at
dSρ (157)

式中 ∂Ω 表示以 r⃗ 为球心，at 为半径的球面。这个公式称为泊松公式。

对于初始条件为零的有源波动方程 (受迫波动方程)，其解为

u(r⃗, t) =
1

4πa2

∫∫∫
Ω

[f ]
|r⃗ − ρ⃗|

dVρ (158)

其中 Ω 表示以 r⃗ 为球心，at 为半径的球体，[f ] 表示 f(ρ⃗, t− |r⃗ − ρ⃗|/a)。上式称为延迟势。
对于二维空间的波动问题，可以将其视作三维的柱面波，因而也可以带入泊松公式，只需要消去 z

即可。最终的结果表明，二维空间的波动会在波传到某点之后持续地在那一点产生扰动而不像三维波动

只在传播到的瞬间改变该点的函数值。

2.7.2 拉普拉斯变换法

拉普拉斯变换法适用于求解初值问题。
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