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1 复变函数

1.1 复数

1.1.1 基本概念

形如z = x+ iy的数称为复数，其中i =
√
−1，x, y分别称为复数的实部和虚部，记为

x = Rez, y = Imz

实部相等而虚部为相反数的一对复数称为共轭复数。记为

z∗ = (x+ iy)∗ = x− iy

1.1.2 复数的表示

复数可以与复平面上的点相对应，其横纵坐标分别为复数的实部与虚部，由此，复数也可以用一

个矢量表示。

将直角坐标变为极坐标，则半径和角度分别称为复数的模与辐角，记为ρ, ϕ。利用欧拉公式，一个

复数也可以用e的指数表示，即

z = ρ(cosϕ+ i sinϕ)ρeiϕ

通过从北极点作射线投影的方法，可以将除北极点外的球面与平面上的点一一对应，若这个平面

为复平面，则对应得到的球面称为复球面。

1.1.3 复数的运算

复数的加减法就是把实部和虚部分别相加，可以将其理解为平面矢量的加减法。复数的乘除和同

样可以类比实数多项式的乘除法，值得注意的是一个复数和它的共轭的乘积就等于它的模的平方

zz∗ = (x+ iy)(x− iy) = x2 − (iy)2 = x2 + y2 = |z|2

复数的乘除、乘方运算用指数形式会更加方便。

1.1.4 复数序列的极限

对于一个复数序列{zn}，如果对于任意ε > 0，存在无穷多个zn，满足

|zn − z| < ε

则称z为序列{zn}的一个聚点。
如果对于任意ε > 0，存在N ∈ N∗，使得任意n > N都有

|zn − z| < ε

则称z为序列{zn}的极限，记为
lim
n→∞

zn = z

有的序列可以有多个聚点，当序列极限存在时，序列的极限是序列的唯一聚点。

在实数列中，最大和最小的聚点分别称为上极限和下极限，记为 lim
n→∞

xn和 lim
n→∞

xn。

与实数列的极限类似，复数列也有极限的柯西判别法。
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1.2 复变函数

1.2.1 区域

以点z0为圆心，任意小正实数ε为半径的开圆称为点z0的ε邻域，即满足|z − z0| < ε的点的集合。

点z0的去心邻域与邻域的区别就是不包含z0点。

若点集D内某点的ε邻域中所有点都属于该点集，则称此点为点集D的内点。若点集D满足每一点

都是内点，且D中任意两点都可以用一条由D中的点构成的曲线连接起来，则称点集D为一个（开）区

域。若一个点不属于D，但其ε邻域中含有D中的点，则称这个点为D的边界点，边界点的全体构成边

界。开区域D加上边界L称为闭区域D̄。有时还把不包括无穷远点的平面称为全平面，包括无穷远点的

整个平面称为闭平面。

区域不相连接的边界数称为联通阶数n，n = 1的区域称为单通区域，n > 1的区域称为复通区域。

1.2.2 复变函数的定义

若区域D内的每一个z，均有一个或多个w与之对应，则称w为z的函数，记为

w = f(z)

如果令w = u+ iv，那么有

w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

可以看出复变函数其实是两个实变函数的有序组合。如果一个z只对应一个w，则称这种函数为单值函

数。

1.2.3 极限

设w = f(z)是z的去心邻域中定义的单值函数，若对于任意实数ε > 0，存在实数δ > 0，使得0 <

|z − z0| < δ时，有

|f(z)− w0| < ε

则称z → z0时f(z)的极限为w0，记作

lim
z→z0

f(z) = w0

复变函数极限的性质就是实变函数极限性质的自然推广。

1.2.4 连续

连续的定义与极限相仿，设w = f(z)是z的邻域中定义的函数，若对于任意实数ε > 0，存在实

数δ > 0，使得|z − z0| < δ时，有

|f(z)− f(z0)| < ε

则称函数w = f(z)在z0处连续。若函数在D内每一点都连续，则称函数在D内连续。实变函数的性质可

以直接推广到复变函数中。
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1.3 复变函数的导数

1.3.1 导数与微分

设w = f(z)是区域D中定义的单值函数，若在D内某点z，极限

lim
∆z→0

∆w

∆z
= lim

∆z→0

f(z + ∆z)− f(z)

∆z

存在，则称函数f(z)在z点可导，并将此极限称为f(z)在z点的导数，记作

f ′(z) =
df(z)

dz
= lim

∆z→0

f(z + ∆z)− f(z)

∆z

实变函数导数的和差积商和复合的导数公式均可以推广到复变函数中。

若函数w = f(z)在某点z的改变量∆w = f(z + ∆z)− f(z)可以写成

∆w = α∆z + o(ρ)

其中ρ = |∆z|，o(ρ)是ρ的高阶无穷小量，则称w = f(z)在z点可微，并且有函数的微分

dw = α∆z

对于特殊函数w = z作微分可以得到恒等式∆z = dz，又利用导数的定义式可得f ′(z) = α，于是

dw = f ′(z)dz

1.3.2 可导条件

函数f(z) = u(x.y) + iv(x, y)在(x, y)点可导的充要条件是：u(x, y)与v(x, y)在(x, y)处

（1）可微；

（2）满足柯西-黎曼条件（简称C-R条件）

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

利用柯西-黎曼条件，函数的导数可以表示为四种形式

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i∂u

∂y
=
∂u

∂x
− i∂u

∂y
=
∂v

∂y
+ i

∂v

∂x

1.3.3 几何意义

根据导数的定义可知，导数的模|f ′(z)|表示通过点z0的无穷小线段∆z对应的∆w的长度放大系数；

导数的辐角arg f ′(z)表示从z平面映射到w平面后切线的转动角。这既可以由∆z的任意性看出，也可以

由f ′(z) = ux + ivx中看出，f(z)的导数等于函数对x的偏导，也即对应于辐角为0的情况。

通过将自变量由(x, y)变为(ρ, ϕ)，函数变为w = reiθ，可以算出（夹带私货）类似柯西-黎曼限制条

件
∂r

∂ρ
=
r

ρ

∂θ

∂ϕ
,

1

ρ

∂r

∂ϕ
= −r ∂θ

∂ρ

同时可以将导数的表达式写为（只取四种形式中的一种）

f ′(z) = (
∂r

∂ρ
+ ir

∂θ

∂ρ
)ei(θ−ϕ)

从中可以更加清晰地看到导数的几何意义。
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1.3.4 可导条件等价变换

个人见解：通过将函数f(z)对x和iy形式上求偏导，可以证明C-R条件的充要条件是函数f(z)中关

于x, y的部分可以以整体z = x+ iy的形式出现，且函数的导数就是形式上对z求导得到的导函数。

1.4 解析函数

1.4.1 定义

如果函数f(z)在区域D内处处可导，则称f(z)为D内的解析函数。若函数在z0点的邻域处处可导，

则称其在z0点解析。

若函数在某点没有意义或不解析，则称这个点为函数的奇点。

1.4.2 解析的充要条件

函数f(z)在区域D内解析的充要条件是f(z)连续且u, v遵守C-R条件。

1.4.3 解析函数的性质

解析函数的实部和虚部由C-R条件联系，称为解析函数的共轭性。由这个性质可以由解析函数的实

部求得虚部或由虚部求得实部，结果含有一个可加常数。从几何上，共轭性表明函数的等u线和等v线

是正交的。

遵循二维拉普拉斯方程

∇2u = 0

的函数称为调和函数，解析函数的实部和虚部都是调和函数，这个性质称为解析函数的调和性。满

足C-R条件的两个调和函数称为共轭调和函数，解析函数的实部和虚部是一对共轭调和函数。

z平面的两条曲线相交于z0，他们经过解析函数映射到w平面后，在f(z0)点切线的夹角保持不变，

这称为解析函数的保角性。这实际上源自导数辐角的几何意义。

2 复变积分

2.1 定义和性质

2.1.1 定义

设L为复平面上的曲线，函数f(z)在L上有定义，则与实函数积分类似地定义极限

lim
max |∆z|→0

n∑
k=1

f(ξk)∆zk

定义为函数f(z)沿曲线L的积分。记为∫
L

f(z)dz = lim
max |∆z|→0

n∑
k=1

f(ξk)∆zk
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2.1.2 计算方法

可以将复变积分化为两个实变线积分计算，即∫
L

f(z)dz =

∫
L

(u+ iv)(dx+ idy)

=

∫
L

(udx− vdy) + i

∫
L

(vdx+ udy)

2.1.3 性质

大致上复变积分的性质是实变积分的直接推广，除此之外我们还有

|
∫
L

f(z)dz| 6
∫
L

|f(z)||dz|

这显然由两边之和大于第三边可以得到。作为推论有

|
∫
L

f(z)dz| 6Ml, M = max
L

f(z)

2.2 柯西定理

2.2.1 单通区域的柯西定理

若函数f(z)在单通区域D内解析，则f(z)在D内沿任意闭曲线的积分为零∮
l

f(z)dz = 0

这称为单通区域内的柯西定理。

2.2.2 原函数

由柯西定理可以推知，若f(z)在单通区域D内解析，则积分
∫
l
f(z)dz与路径无关。可以证明，积分

上限的函数（显然是一个单值函数）

F (z) =

∫ z

z0

f(ξ)dξ

是被积函数f(z)的原函数。显然这个原函数可以增加一个任意复常数

G(z) = F (z) + C

通常把这样的原函数（的集合）称为f(z)的不定积分，并且有与实变函数中牛顿莱布尼茨公式相同形式

的定积分公式 ∫ z

z0

f(ξ)dξ = G(z)−G(z0)

2.2.3 复通区间内的柯西定理

若f(z)在闭复通区间D̄解析，则f(z)沿所有内外边界线L = L0 +
∑
k

Lk正方向积分之和为零∮
L

f(z)dz =

∮
L0

f(z)dz +
∑
k

∮
Lk

f(z)dz = 0

其中“正方向”是指，当沿边界环行时，D̄保持在左边。换言之，外边界线取逆时针，内边界线取顺时

针。由此可以推知，在解析区域中，积分回路连续变形时，积分值不变。
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2.3 柯西公式

2.3.1 圆弧引理

小圆弧引理：若ϕ(z)在z = a的去心邻域内连续，在小圆弧Cr(z − a = reiθ, θ1 6 θ 6 θ2)上

lim
r→0

(z − a)ϕ(z) = k

一致成立，则

lim
r→0

∫
Cr

ϕ(z)dz = ik(θ2 − θ1)

大圆弧引理：若ϕ(z)在无穷远点的去心邻域内连续，在大圆弧CR(z = Reiθ, θ1 6 θ 6 θ2)上

lim
R→∞

zϕ(z) = K

一致成立，则

lim
R→∞

∫
CR

ϕ(z)dz = iK(θ2 − θ1)

2.3.2 柯西公式

单通区域中：设f(z)在单通区域D̄解析，a为D̄的内点，则

f(a) =
1

2πi

∮
L

f(z)

z − a
dz

其中L为D̄的边界线，这就是单通区域的柯西公式。柯西公式表明，解析函数在边界上的取值完全决定

函数在区域内各点的取值。

复通区域中：设f(z)在闭复通区域D̄中解析，a为D̄内点，则

f(a) =
1

2πi

∮
L

f(z)

z − a
dz

其中积分在内外边界均沿正方向。

无界区域：设f(z)在积分回路l及l外一点解析，a为l外一点，且

lim
z→∞

f(z) = 0

则

f(a) =
1

2πi

∮
l

f(z)

z − a
dz

2.3.3 高阶导数公式

若f(z)在D̄内解析，z为D̄的内点，则f(z)在D内可求导任意多次，且

f (n)(z) =
n!

2πi

∮
L

f(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ

这表明复变函数和实变函数之间存在重大差别：复变函数只要一阶导数存在，则其任意阶导数存在且

连续。

2.3.4 最大模定理

设f(z)在D̄上解析，则|f(z)|在D̄的边界上取得最大值。
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