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1 拉格朗日力学

1.1 拉格朗日函数

1.1.1 广义坐标

通常，唯一地确定（完整）系统位置所需的独立变量数目称为系统的自由度，N 个自由质点组成的

系统自由度为 3N。

对于 s 个自由度的系统，可以完全刻画其位置的任意 s 个变量 q1, q2, · · · , qs 称为该系统的广义坐
标，其导数 q̇i 称为广义速度。同时给定系统的所有广义坐标和速度就可以确定系统的状态，并且原则

上也可以预测以后的运动。

1.1.2 拉格朗日函数

每个力学系统都可以用一个确定的函数 L(q, q̇, t) 来表征，这个函数称为拉格朗日函数。在 t1 和 t2

两个时刻之间对拉格朗日函数的积分

S =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt

称为作用量。系统的运动应满足在两个时刻间的作用量取极小值，这称作最小作用量原理。

1.1.3 拉格朗日方程

由积分取极小值的条件，利用变分法可以得到一个微分方程

d
dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0

对于有 s 个自由度的系统，每个自由度独立地变分可以得到 s 个方程，这就是系统应满足的运动微分

方程（组），称为拉格朗日方程。当系统中出现非保守力时，拉格朗日方程化为

d
dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= Q

其中 Q 为非保守力的广义力（即未写进拉格朗日量的项）。

1.1.4 广义动量和广义力

拉格朗日函数对广义速度的导数称为广义动量

pi =
∂L

∂q̇i

一般情况下广义动量是广义速度的齐次函数。

拉格朗日函数对广义坐标的导数称为广义力

Qi =
∂L

∂qi

通过广义坐标和广义力，可以将拉格朗日方程写为

ṗi = Qi
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1.1.5 可遗坐标

在拉格朗日函数中不显含的坐标称为可遗坐标

∂L

∂qi
= 0

可遗坐标对应的广义动量是守恒量。

1.1.6 拉格朗日函数的不确定性

假设两个拉格朗日函数之间相差某个坐标和时间的函数对时间的全导数

L′(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) +
d
dtf(q, t)

计算这两个拉格朗日函数对应的作用量积分

S′ =

∫ t2

t1

L′(q, q̇, t)dt =
∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt+
∫ t2

t1

d
dtf(q, t)dt

= S + f(q, t)
∣∣∣2
1

即 S 和 S′ 之间相差一个附加项，该附加项在变分时消失，因而运动微分方程完全相同。

1.1.7 广义能量函数

定义以下函数为广义能量函数

Hq =
∑
α

∂L(q, q̇, t)

∂q̇α
q̇α− L(q, q̇, t)

后文可以看到，这在拉格朗日量不含时间的系统中对应传统力学中的机械能。

1.1.8 广义功能定理

广义能量随时间的变化量满足
dH
dt =

∑
i

Qiq̇i −
∂L

∂t

其中 Qi 表示非保守广义力。当系统中不含有非保守力时，上式化为

dH
dt = −∂L

∂t

这个式子被称为广义功能定理，它和拉格朗日方程之间不独立。

1.2 约束

1.2.1 约束

对于有 n 个质点的系统有 3n 个坐标描述，由于系统存在的约束条件，质点的坐标和速度可能需要

满足某些限制

f(u1u2, · · · , u3n; u̇1, u̇2, · · · , u̇3n; t) = 0



1 拉格朗日力学 6

这些方程称为约束方程。坐标和速度满足的条件称为约束条件。

如果约束只包含位形，则称为几何约束，如果对速度也有限制则称为运动约束。如果运动约束可以

积分转化成几何约束，那么它们就没有区别，统称为完整约束，不可积的运动约束称为非完整约束。对

于非完整约束，除了运动方程外还需加上广义坐标的约束方程。

根据约束方程是否显含时间还可以区分定常约束和非定常约束。

1.2.2 虚位移

将符合某一瞬间（时间保持不变）的约束条件的一切可能无限小位移 δq 称为虚位移。对于定常约

束，真实位移是虚位移中的一个。

1.2.3 虚功原理

经过一个虚位移时力对物体做功之和称为虚功

δW =
∑
i

Qiδqi =
∑
i

(Fi +Ri)δqi

其中 Fi 为主动力，Ri 为约束力。如果系统中约束力做的虚功之和为零∑
i

Riδqi = 0

则称这样的约束为理想约束。

如果一个系统处于平衡状态，那么它主动力的虚功为零∑
i

Fiδqi = 0

这称为虚功原理。对于完整约束，可以认为这些 δqi 是相互独立的，即可以得到

Fi = 0

1.2.4 拉格朗日乘子法

若为了计算约束力，可在选取广义坐标时暂时不考虑相应的约束条件，此时得到的广义坐标个数将

超过系统自由度，得到虚功原理

δW =
s∑

i=1

Fiδqi = 0

和约束方程

fj(q1, q2, · · · , qs, t) = 0, (j = 1, 2, · · · , l)

它的微分形式是
s∑

i=1

∂fj
∂qi

δqi = 0

其中不含 t 是因为虚位移不是时间中的过程。将它分别乘待定系数 λi 后与虚功原理方程合并，可得

s∑
i=1

(Fi +
l∑

j=1

λj
∂fj
∂qi

)δqi = 0
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可以认为这些 fj 的偏导数项决定了各个约束条件造成的约束力的方向，而大小则受到待求的乘子 λj 调

整。于是项 λj
∂fj
∂qi
就表示第 j 个约束方程产生的沿 i 方向的约束力。与虚功原理的情况不同的是，这

其中的 δqi 只有 s− l 个相互独立，然而通过选取合适的乘子，总可以使得 l 个括号中的项为零，而剩

下的 s− l 项可以认为对应的 δqi 是独立的，于是括号中的项也为零。由此我们可以得到

Fi +
l∑

j=1

λj
∂fj
∂qi

= 0

即主动力和约束力分量之和为零。由这个方程和约束方程联立即可以解出 qi 和拉格朗日乘子 λj。这个

方法称为拉格朗日乘子法。

1.3 系统的拉格朗日量

1.3.1 自由质点与质点系

在惯性系中自由运动的质点，其拉格朗日函数为

L =
1

2
mv2

对于一个内部有相互作用而不与外部相互作用的质点系，我们称其为封闭质点系，则拉格朗日函数为

L =
∑
i

1

2
miv

2
i − U(r⃗i)

其中下标 i 表示第 i 个质点，函数 U 称为质点系的势能，而第一项

T =
∑
i

1

2
miv

2
i

称为质点系动能。根据拉格朗日函数的不确定性，势能可以增减任意常数而不改变运动方程，一般来说

选择这个常数使得无限增大质点间距离时势能趋向于零。

将以上拉格朗日函数带入运动方程可以得到第 i 个质点满足

mi
dv⃗i
dt = −∂U

∂r⃗i

这种形式的运动方程称为牛顿方程，方程右端的矢量

F⃗i = −∂U

∂r⃗i

称为作用在第 i 个质点上的力。

1.3.2 非封闭质点系

假设非封闭的质点系 A，它与完全已知的质点系 B 相互作用，这种情况下称 A 在（由 B 产生的）

给定的外场中运动。假定 A+B 是封闭的，则质点系 A 的拉格朗日函数为

LA = TA(qA, q̇A)− U(qA, qB(t)) = TA(qA, q̇A)− U(qA, t)

可以看到其差别在于势能中可能显含时间。
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1.3.3 拉格朗日函数的推导*

对于在惯性参考系中的自由质点，由于时间和空间的均匀性意味着拉格朗日函数不显含质点的位矢

和时间，同时由于空间各向同性，拉格朗日函数也不依赖于速度的方向，即

L = L(v2)

如果惯性参考系 K 以无穷小的速度 δv⃗ 相对另一惯性系 K ′ 运动，则有 v⃗′ = v⃗ + δv⃗，则两个参考系中

的自由质点的拉格朗日函数

L′ = L(v′2) = L(v2 + 2v⃗ · δv⃗ + δv2)

将其展开为 δv⃗ 的幂级数并忽略高阶小量，得

L(v′2) = L(v2) + 2
∂L

∂v2
v⃗ · δv⃗

只有等式右边第二项与速度呈线性关系时，他才能是时间的全导数，因此 ∂L
∂v2 不依赖于速度，即该情况

下拉格朗日函数与速度的平方成正比

L =
1

2
mv2

其中 m 是一个常数，称为质点的质量。

1.3.4 电磁学中的拉格朗日量

在电磁学中，带电粒子的拉格朗日量为

L =
1

2
mv2 − |qΦ(r⃗, t)− qv⃗ · A⃗(r⃗, t)|

可以看出与经典力学中的拉格朗日量相比，其“势能”项的自变量多了一个速度，这是为了解决电磁学

中的非保守力问题。写成广义坐标的形式即

L(s, ṡ, t) = T (s, ṡ)− U (vel)(s, ṡ, t)

1.4 时间作为广义坐标

1.4.1 新的坐标

将时间作为一个新的广义坐标，记为 q0 = t，将质点的运动轨迹拓展为了 s+ 1 维位形空间中的轨

迹。为了描绘曲线引入一个单调的新参量 β，于是曲线可写为

qk = qk(β), k = 0, 1, · · · , s

因为时间总是单调的，所以要求
dt
dβ ̸= 0，对于传统拉格朗日力学，这个参量最终可以取牛顿时间 t，对

于狭义相对论，这个参量可选为固有时。
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1.4.2 扩展广义速度

仿照传统广义速度，将以下物理量定义为广义速度

q̇k =
dqk
dβ

同时为了后文讨论，广义坐标对时间的导数记为

q′k =
dqk
dt =

q̇k
q̇0

另外，记 q[k] 为除了 qk 外的广义坐标。

1.4.3 扩展的拉格朗日量

为了将变分原理写为

S =

∫ B

A

L(q, q̇)dβ

定义扩展的拉格朗日量为

L(q, q̇) = ṫL(q[0], q
′
[0], t) = q̇0L(q[0], q̇[0], q0)

可以注意到，扩展拉格朗日量是广义速度的齐一次函数。

1.4.4 扩展广义动量

与传统广义动量类似，定义拉格朗日量对广义速度的导数为广义动量

pk =
∂L(q, q̇)
∂q̇k

=
∂L(q[0], q

′
[0], q0)

∂q̇′k

其中 k ̸= 0 时广义动量与传统广义动量相等，而 k = 0 时广义动量是传统广义能量函数的负值。扩展后

的广义动量是广义速度的齐零次函数。

1.4.5 扩展的拉格朗日方程

扩展后的拉格朗日方程为
d

dβ
∂L(q, q̇)
∂q̇k

− ∂L(q, q̇)
∂qk

= Qk

其中拓展后的（非保守）广义力为

Qk =


q̇0Qk, k = 1, 2, · · · , s

−
s∑

l=1

q̇lQl, k = 0
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1.4.6 方程的独立性

在扩展的拉格朗日方程中，共有 s+ 1 个方程，但这其中只有 s 个是独立的，这可以通过齐次函数

的性质

L(q, q̇) =
∑
k

∂L(q, q̇)
∂q̇k

q̇k

两边对 β 求全导数得到。

1.5 对称与守恒

1.5.1 运动积分

关于 qi, q̇i 的某些函数在运动过程中保持不变，仅由初始条件决定，这样的函数称为运动积分。对

于一个有 s 个自由度的封闭力学系统，有 2s− 1 个独立的运动积分。

1.5.2 诺特定理

对于任意一种在坐标连续变换下系统的作用量的不变性都有相应的运动积分，也即对称性和守恒量

之间存在对应关系，这称为诺特定理。

在扩展后的位形空间中，对于已经满足最小作用量原理的曲线做一个微小变化

δqk = ϵηk(β), k = 0, 1, · · · , D

其中 ϵ 是一个无穷小参数，如果这个路线微变使得至少一个端点也发生变化，且这个微变满足驻值原

理，就有以下这个量为运动积分

J =
∑
k

pk(q, q̇)δqk(β) = ϵ
∑
k

pk(q, q̇)ηk(β)

这个证明可以以拉格朗日函数的不确定性，或者在此背景下，以拓展的拉格朗日量不变作为基础。

1.5.3 能量守恒定律

由于时间的均匀性，封闭系统的拉格朗日函数不显含时间，因此，拉格朗日函数对时间的全导数可

以写成
dL
dt =

∑
i

∂L

∂qi
q̇i +

∑
i

∂L

∂q̇i
q̈i

结合拉格朗日方程可以得到

d
dt

(∑
i

q̇i
∂L

∂q̇i
− L

)
= 0

由此可知

E =
∑
i

q̇i
∂L

∂q̇i
− L

在封闭系统运动中保持不变，是运动积分。这称为系统的能量。可以注意到这实际上就是系统的广义能

量函数。
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以上推导仅利用了拉格朗日函数不显含时间的性质，所以对于定常外场中的系统能量守恒定律同样

成立。能量守恒的力学系统称为保守系统。

封闭或位于定常外场中的系统拉格朗日函数如下

L = T (q, q̇)− U(q)

其中动能 T 是速度的二次函数，利用齐次函数的欧拉定理可得∑
i

q̇i
∂L

∂q̇i
=
∑
i

q̇i
∂T

∂q̇i
= 2T

由此可得

E = T + U

1.5.4 动量守恒定律

根据空间均匀性，封闭系统在空间中整体平移时，其性质保持不变，也即对于任意的小位移拉格朗

日函数的变化量都为零，即 ∑
α

∂L

∂r⃗α
= 0

根据拉格朗日方程得 ∑
α

d
dt

∂L

∂v⃗α
=

d
dt
∑
α

∂L

∂v⃗α
= 0

由此可知，矢量

P⃗ =
∑
α

∂L

∂v⃗α

在封闭系统运动中保持不变，这称为系统的动量。

没有外场时，动量的三个分量全部守恒，若外场的势能不显含某个笛卡尔坐标，则相应方向的动量

分量守恒。

由于
∂L

∂r⃗α
= − ∂U

∂r⃗α
就是作用在第 α 个质点上的力，我们可以得到

∑
α

F⃗α = 0

即作用在封闭系统的所有质点上的力之和为零。这是牛顿第三定律的一般化情况。

1.5.5 力学相似性

若势能函数是坐标的 k 次齐次函数，即对于任意常数 α，

U(αr⃗i) = αkU(r⃗i)

引入变换，使得坐标都变为 α 倍，而时间变为 β 倍

r⃗ → αr⃗, t → βt
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这时候速度变为
α

β
倍，动能变为

α2

β2
倍，势能变为 αk 倍，若满足

α2

β2
= αk

即

β = α1−k/2

则变换结果是拉格朗日函数乘以常数 αk，运动方程保持不变。

质点坐标改变相同倍数代表运动轨迹相似，由此可知，势能为（笛卡尔）坐标的 k 次齐次函数时，

运动方程的解为一系列相似的轨迹，不同轨迹上运动时间之比满足

t′

t
=

(
l′

l

)1−k/2

同理，对于速度和能量分别有
v′

v
=

(
l′

l

)k/2

,
E′

E
=

(
l′

l

)k

由此可以得出诸如简谐振动周期与振幅无关或开普勒第三定律这样的结论。

1.5.6 位力定理

如果力学系统在有限的空间中运动，并且势能是坐标的 k 次齐次函数，定义函数 f(t) 对时间的平

均为

f = lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

f(t)dt

则有

2T = kU

即

U =
2

k + 2
E, T =

k

k + 2
E

2 哈密顿力学

2.1 哈密顿函数

2.1.1 哈密顿函数

对拉格朗日函数做全微分得到

dL =
∑
i

ṗidqi +
∑
i

pidq̇i

通过构造全微分得到一个新的函数，其微分为

dH = −
∑

ṗidqi +
∑

q̇idpi
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被微分的即是系统的能量，称为哈密顿函数

H(p, q, t) =
∑
i

piq̇i − L

关于哈密顿函数和拉格朗日函数之间的关系，有

dH
dt =

∂H

∂t
= −∂L

∂t

2.1.2 正则方程

由哈密顿函数的微分可以得出方程组 
q̇i =

∂H

∂pi

ṗi = −∂H

∂qi

这个方程（组）称为哈密顿方程或正则方程。

2.1.3 罗斯函数

假设只将系统的部分广义速度用动量替换，即对于 s 个广义坐标 (q1, · · · , qn, ξ1, · · · , ξm) 的系统定

义如下函数为罗斯函数

R(q, p, ξ, ξ̇) =
n∑

i=1

piq̇i − L

则可以得到系统运动方程 

q̇i =
∂R

∂pi

ṗi = −∂R

∂qi
d
dt

∂R

∂ξ̇j
− ∂R

∂ξj
= 0

可以看出，罗斯函数对于坐标 q 是哈密顿函数，对于坐标 ξ 是拉格朗日函数。能量用罗斯函数表示为

E = R−
∑
j

ξ̇j
∂R

∂ξ̇j

2.1.4 泊松括号

对于一个坐标、动量和时间的两个函数 f(q, p, t), g(q, p, t)，引入记号

{f, g} =
∑
i

(
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

)
称为量 f 和 g 的泊松括号。有

df
dt =

∂f

∂t
+ {f,H}
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2.1.5 泊松括号的性质

如果两个函数对调，则泊松括号改变符号

{f, g} = −{g, f}

对时间求全导数和偏导分别有
d
dt{f, g} = {df

dt , g}+ {f, dg
dt }

∂

∂t
{f, g} = {∂f

∂t
, g}+ {f, ∂g

∂t
}

如果其中之一是广义坐标或广义动量，则

{qk, f} =
∂f

∂pk

{pk, f} = − ∂f

∂qk

在三个函数组成的泊松括号之间，有

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0

这称为雅可比恒等式。

如果 f, g 是两个运动积分，则他们的泊松括号也是运动积分

{f, g} = const

这就是泊松定理。

2.2 正则变换

2.2.1 正则变换

这样一组变换

Qi = Qi(p, q, t), Pi = Pi(p, q, t)

如果满足关系 ∑
i

pidqi −Hdt =
∑
i

PidQi −H ′dt+ dU

则称之为正则变换。其中函数 U(q,Q, t) 称为正则变换的（第一类）生成函数。正则变化后的哈密顿方

程依然是正则的。根据变换的规则可以得到

pi =
∂U

∂qi

Pi = − ∂U

∂Qi

H ′ = H +
∂U

∂t

以力学系统的 s 个广义坐标 q 和广义动量 p 为坐标轴的 2s 维空间称为相空间。系统运动时表示系

统状态的相点在相空间中画出的曲线称为相轨道。可以看出，哈密顿力学下广义坐标和广义动量的概念

丧失其原始含义，仅仅变成相空间中的坐标，而正则变化就是相空间中的坐标变换。

在运动中 p 和 q 的变化可以看作正则变换。
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2.2.2 生成函数

通过构造全微分可以从第一类生成函数出发构造第二类生成函数

dU2(q, P, t) = dU1 + d
∑
i

PiQi =
∑
i

pidqi +
∑
i

QidPi + (H ′ −H)dt

对应正则变换 

pi =
∂U2

∂qi

Qi =
∂U2

∂Pi

H ′ = H +
∂U2

∂t

与之类似可得第三类生成函数和第四类生成函数

dU3(p,Q, t) = dU1 − d
∑
i

piqi = −
∑
i

qidpi −
∑
i

PidQi + (H ′ −H)dt

dU4(p, P, t) = dU1 + d
∑
i

PiQi − d
∑
i

piqi = −
∑
i

qidpi +
∑
i

QidPi + (H ′ −H)dt

其中较常用的是第二类生成函数。

2.2.3 正则共轭变量

变量 p 和 q 在哈密顿力学中被称为正则共轭变量，泊松括号相对正则变换保持不变，即在正则变

换下

{f, g}q,p = {f, g}Q,P

由此可以得到，正则变换必须满足的条件

{Qi, Qk}q,p = 0, {Pi, Pk}q,p = 0, {Qi, Pk}q,p = δik

2.2.4 无穷小正则变换

通过在恒等变换 U2 =
∑
i

qiPi 的基础上添加一个无穷小微变，可以得到变换

U2(q, P, t) =
∑
i

qiPi + ϵG(q, P, t)

其中 ϵ 为无穷小量，G(q, P, t) 称为无穷小变换的生成元。由此得到的变换为
pk = Pk + ϵ

∂G(q, P, t)

∂qk
≈ Pk + ϵ

∂G(q, p, t)

∂qk

Qk = qk + ϵ
∂G(q, P, t)

∂Pk

≈ Pk + ϵ
∂G(q, p, t)

∂pk

如果不把正则变换作为坐标系的变换，而是物理量坐标的变化，也即物理量在坐标系中的“运动”，那

么就可以发现无穷小正则变换与运动方程之间的联系。
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设以哈密顿函数 H 作为无穷小变换的生成元，同时把 ϵ 作为时间微元 dt，则根据哈密顿方程
Qk = qk + ϵ

∂G(q, p, t)

∂qk
= qk +

∂H

∂qk
dt = qk + q̇kdt

Pk = pk − ϵ
∂G(q, p, t)

∂pk
= qk −

∂H

∂pk
dt = qk + ṗkdt

我们发现得到的无穷小正则变换就是系统按照力学规律运行 dt 时间后坐标的变化。

2.3 相空间

2.3.1 辛形式

由于广义坐标和广义动量在哈密顿力学中地位相当，可以把它们同看作相空间中的坐标，不妨记

γk = qk, γs+k = pk

γk 称为相空间中的辛坐标。相应的变换后的坐标记为 Γk。定义雅可比矩阵为

Jij =
∂Γi(γ)

∂γj

则有

J [γ̇] = [Γ̇]

JT

[
∂f

∂Γ

]
=

[
∂f

∂γ

]

2.3.2 辛形式下哈密顿方程

定义矩阵

s =

(
O ID

−ID O

)
为辛矩阵。这是一个反对称正交矩阵。通过辛形式可以将哈密顿方程写成简单的矩阵形式

[γ̇] = s

[
∂H

∂γ

]
泊松括号则可以写为

{f, g}q,p =

[
∂f

∂γ

]T
s

[
∂g

∂γ

]
于是正则变换的泊松括号判据、直接判据和拉格朗日括号判据可以用辛形式写为

JsJT = s

J−1 = −sJT s

JT sJ = s
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2.3.3 刘维尔定理

相空间中的“体积微元”

dγ = dγ1 · · · dγ2s

在某个区域的积分在正则变换下保持不变，即∫
dγ =

∫
dΓ

这被称为刘维尔定理。

2.4 作为坐标函数的作用量

2.4.1 作为坐标函数的作用量

将真实轨道的作用量分别写为末位置和运动时间的函数，根据拉格朗日方程可得

∂S

∂qi
= pi

∂S

∂t
= −H

可以得到作用量的全微分表达式

dS =
∑
i

pidqi −Hdt

若运动的起点和终点都在变化，则作用量的全微分变为

dS =
∑
i

p
(2)
i dq(2)i −Hdt(2) −

∑
i

p
(1)
i dq(1)i +Hdt(1)

这表明只有当右端表达式是一个全微分时这样的运动才是可能的，即运动的末态不可能是初态的任意函

数。

2.4.2 莫培督原理

假设运动的始末坐标不变，而允许时间变化，且满足能量守恒，则通过对作用量的全微分做积分可

得

S =

∫ ∑
i

pidqi − E(t− t0)

将第一项记为 S0，称作简约作用量。对于真实运动有

δS = −Hδt = −Eδt

两式对比可得

δS0 = δ

∫ ∑
i

pidqi = 0

这被称为莫培督原理，这样的到的变分可以确定系统的轨道。
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2.4.3 哈密顿-雅可比方程

将作用量写成坐标和时间的函数，并将广义动量替换为
∂S

∂q
，可以得到作用量满足的方程

∂S

∂t
+H(qi.

∂S

∂qi
, t) = 0

这个方程称为哈密顿-雅可比方程。从另一个角度来看哈雅方程，可以把作用量 S 看作一个正则变换的

生成函数，则经过这个正则变换得到的哈密顿量为零，根据哈密顿方程可知其 P 和 Q 均为常数，随后

再根据生成函数求得原来的 p, q 即可。由此可以得到哈雅方程的解法。

2.4.4 哈密顿-雅可比方程的解法

解法一：首先求出方程包含 s+ 1 个任意常数的全积分

S = f(t, qi, αi) +A

然后以 f(t, q, α) 为母函数，αi 为新的动量构建正则变换。新的坐标记为 βi。可以看出，新的哈密顿函

数为零

H ′ = H +
∂S

∂t
= 0

由哈密顿方程可知

αi = const, βi = const

而利用方程
∂f

∂αi

= βi

可以将坐标用时间和常数 α, β 表示出来，即得到通积分。

解法二：分离变量。假设某一坐标 q1 与其相应导数
∂S

∂q1
在方程中仅以组合 ϕ

(
q1,

∂S

∂q1

)
的形式出

现，即方程形式为

Φ

[
q[1], t,

∂S

∂q[1]
,
∂S

∂t
, ϕ

(
q1,

∂S

∂q1

)]
= 0

则寻找如下形式的解

S = S′(q[1], t) + S(q1)

带入表达式可得

Φ

[
q[1], t,

∂S′

∂q[1]
,
∂S′

∂t
, ϕ

(
q1,

∂S

∂q1

)]
= 0

这个解应当对于 q1 任意值都成立，于是可以得到

ϕ

(
q1,

∂S1

∂q1

)
= α1

Φ

[
q[1], t,

∂S′

∂q[1]
,
∂S′

∂t
, α1

]
= 0

其中 α1 是任意常数。上述第一个方程是常微分方程，而第二个方程中独立变量数减少了一个，通过这

个方法可以相继分离所有坐标和时间，即可求解。
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2.5 浸渐不变量

2.5.1 浸渐不变量

假设一个作一维有限运动的力学系统由某个参数 λ 表征，当 λ 为常数时，系统是封闭的且具有确

定的能量 E，并以周期 T (E) 作周期运动。如果参数 λ 随时间缓慢变化，即

T
dλ
dt ≪ λ

则系统不再封闭，但能量的变化率同样很小。将能量的变化率按周期平均，所确定的 Ė 与参数的变化

率 λ̇ 成正比。即这种意义上所取的缓慢变化的能量和参数的某种组合等于一个常数。这个不变的量称

为浸渐不变量。

在一定的近似条件下我们可以求得这样一个浸渐不变量

I =
1

2π

∮
pdq

可以看出这是相空间中相轨道所包围的面积（乘以某个系数）。

2.5.2 正则变量

将参数 λ 设为常数，选取 I 作为新的动量，以简约作用量 S0(q, E;λ) = S0(q, I;λ) 为母函数，可以

通过正则变换得到新的坐标

w =
∂S0

∂I

变量 I 和 w 称作正则变量，其中 I 称为作用量变量，w 称为角变量。

由于母函数不显含时间，新的哈密顿函数等于旧的哈密顿函数。由哈密顿方程可得

w =
dE
dt t+ const = ω(I)t+ const

这是振动相位。

根据 S0 和 I 的定义可知，每经过一个周期，简约作用量有增量

∆S0 = 2πI

则角变量的增量

∆w = ∆
∂S0

∂I
=

∂

∂I
∆S0 = 2π

相反，如果用正则变量表示任何单值函数 F (q, p)，则它是 w 周期为 2π 的周期函数。
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